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AVERTISSEMENT. 


Après  une  interruplioii  du  dix-sept  longues  années 
dont  je  ne  redirai  ni  les  secrets,  ni  les  douleurs,  il 
m'est  enfin  donné  de  reprendre  la  publication  de 
mes  Leçons  de  Calcul  difj'êrentiel  et  inlégraL  d'après 
les  méthodes  de  Cauchy.  Le  nom  de  l'illustre  mathé- 
maticien qui,  hélas!  n'est  plus,  avait  porté  bonheur 
il  mon  œuvre;  elle  s'était  écoulée  rapidement;  en 
moins  de  huit  années  elle  était  devenue  très-rare  et 
très-chère.  Le  piix  excessif  de  mes  deux  volumes 
n'empêchait  pas  cependant  qu'ils  fussent  très-recher- 
chés; et  de  tous  côtés  on  me  pressait  de  terminer  ces 
Leçons,  de  donner  une  nouvelle  édition  des  volumes 
épuisés.  Ces  instances  si  nombreuses  et  si  vives  m'ho- 
noraient plus  que  je  ne  le  méritais,  mais  elles  m'al- 
tristaienl  aussi  proCondément;  ne  pas  pouvoir  y  répon- 
dre était  devenu  i)our  moi  unsup[)lice  cruel.  .Mes  liens 
sont  enfin  brisés,  je  reprends  mon  essor,  et  si  la  bonne 
Providence  me  conserve  pendant  quehjues  années 
(MUMM'c  la  sanlé  si  excellenlc  (ju'clle  m'a  donnée  jus- 
(|u'i(i,  j'aurai  bienlùl  réparé  le  lcm|)s  [x-rdu. 


VI  AVERTISSEMENT. 

La  seconde  édition  de  mes  Leçons  comprendra 
(juatre  volumes  de  5oo  à  600  pages  chacun  : 

Tome  L  Calcul  différentiel,  Calcul  direct  aux  dif- 
férences finies,   Calcul  des  résidus. 

Tome  IL  Intégration  des  expressions  différentielles, 
Calcul  inverse  aux  différences  finies. 

Tome  IIL  Intégration  des  équations  différentielles 
et  aux  différentielles  partielles. 

Tome  IV.  Calcul  des  Variations  et  Calcul  des  fonc- 
tions elliptiques. 

Je  me  suis  décidé  à  commencer  par  le  quatrième 
volume,  par  les  Leçons  de  Calcul  des  Variations,  et 
voici  mes  motifs:  1"^  le  respect  et  la  reconnaissance  dus 
à  mes  Lecteurs  me  faisaient  un  devoir  de  leur  offrir 
quelque  rédaction  nouvelle,  de  leur  prouver  qu'une 
trop  longue  inaction  n'avait  pas  paralysé  mes  forces; 
a**  il  se  présentait  une  occasion  favorable  de  rédi- 
ger le  Calcul  des  Variations  dans  les  conditions  de 
succès  les  plus  excellentes,  et  de  doter  la  France  d'un 
Traité  qui  lui  manquait  tout  à  fait.  J'avais  près  de 
moi  un  jeune  et  savant  professeur  de  l'Université 
tiniandaise  de  Helsingfors,  M.  Lindelôf;  pour  lui  le 
Calcul  des  Variations  est  une  spécialité,  ou  mieux 
une  vraie  et  noble  passion,  il  a  grandement  perfec- 
tionné et  simplifié  les  méthodes  de  M.  Sarrus  et  de 
Cauchy.  Or,  non-seulement  M.  Lindelôf  m'offrait  sa 
collaboration,  mais  il  me  demandait  instamment  la 
mienne,  il  voulait  absolument  que  je  donnasse  un 
corps  et  la  vie  à  ses  théories  nouvelles.  Nous  nous 
sonnnes  donc  mis  à  l'd'uvre,  nous  avons  liavaillé  avec 
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une  grande  ardeur,  et  nous  avons  mené  à  bonne  tin 
(iQS  Leçons  de  Calcul  des  Variations.  S'il  arrive  qu'elles 
nous  lassent  honneur,  cet  honneur  doit  revenir  prin- 
cipalement à  M.  Lindelôf  qui  est,  à  proprement  par- 
ler, l'auteur  des  méthodes;  je  demande  instamment 
qu'on  lui  en  reporte  la  meilleure  part. 

En  même  temps,  pour  regagner  plus  promptement 
le  terrain  perdu,  je  publie  en  deux  volumes  in-8"  de 
55o  a  65o  pages  des  Leçons  de  Mécanique  analytique 
d'après  les  Méthodes  de  Cauchy,  étendues  aux  tra- 
vaux les  plus  récents  des  Géomètres;  et  en  un  gros 
volume  in-(S^  des  Leçons  de  Mécanique  philosophique, 
synthétique  et  physique,  d'après  les  idées  d'Ampère. 


î/Abbé  F.  MOIGNO, 

3,  rue  d'Erfurtli. 


l'aiis,  ce  4  octobre  18G1 
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L'origine  du  Calcul  des  Variations  reiiionle  a  l'an- 
née 1696,  époque  à  laquelle  Jean  Bernoulli  proposa 
le  fameux  problème  de  la  brachistochrone,  dont  la 
nouveauté  attira  vivement  l'attention  des  Géomètres. 
Jusqu'alors  on  avait  considéré  uniquement  les 
maxima  et  les  minima  des  fonctions  de  forme  en- 
tièrement connue;  il  s'agissait  cette  fois  de  déter- 
miner la  forme  même  de  la  fonction  inconnue  de 
manière  à  faire  prendre  à  une  certaine  intégrale  sa 
[dus  petite  valeur  possible.  Les  Géomètres  contem- 
porains de  Bernoulli  abordèrent  et  résolurent  ce  pro- 
blème et  d'autres  du  même  genre,  qui  échappaient 
au  Calcnl  infinitésimal  proprement  dit,  par  des  arti- 
tices  particuliers,  plus  ou  moins  directs  ou  indirects. 

La  science  doit  à  Euler  la  première  solution  régu- 
lière et  générale  de  semblables  questions,  solution 
encore  peu  élégante,  il  est  vrai,  en  raison  des  consi- 
dérations intinitésimales,  en  partie  analytiques,  en 
partie  géométriques,  sur  lesquelles  elle  était  basée. 
L'honneur  d'avoir  fait  disparaître  ces  dernières  im- 
perfections, et  d'avoir  ramené  ce  nouveau  genre  de  re- 
elierchesii  une  méthode  simple  e1  purement  analyti- 
(|iU',a|)pailieiil  ;i  Lagi  aiîge.  On  ptMil  doue  dire  en  toute 
justice  (pie  les  ellofls  n'Unie  d'i'lidcr  cl  de  Lagi'ange 
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ont  fait  naître  le  Calcul  des  Variations^  dont  le  but 
principal  est  la  recherche  des  niaxima  et  niininia 
des  intéarales  définies. 

Tel  qu'il  sortit  des  mains  de  ses  illustres  inven- 
teurs, le  Calcul  des  Variations  constituait  une  mé- 
thode à  peu  près  complète,  quand  la  solution  du 
problème  ne  dépendait  que  d'intégrales  simples; 
mais  l'application  aux  intégrales  doubles  présentait 
encore  de  grandes  difficultés.  Parmi  les  Géomètres 
qui  ont  puissamment  contribué  à  les  vaincre,  il 
faut  nommer  Gauss,  qui  résolut  le  premier  problème 
de  maximum  d'une  intégrale  double  à  limites  indé- 
terminées; Poisson,  qui  compléta  la  théorie  des 
maxima  et  minima  des  intégrales  doubles;  Ostro- 
gradsky,  qui  donna  pour  la  première  fois  la  varia- 
tion complète  d'une  intégrale  multiple  sous  une 
forme  simple  et  symétrique,  quoique  encore  peu 
propre  aux  applications. 

Le  Calcul  des  Variations  en  était  là,  quand,  en 
i84o,  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  proposa 
pour  le  concours  du  grand  Prix  de  Mathématiques 
la  question  suivante  : 

f  Trouver  les  équations  aux  limites  que  l'on  doit 
joindre  aux  équations  indéfinies  pour  déterminer 
complètement  les  maxima  et  minima  des  intégrales 
multiples.  » 

Le  prix  fut  décerné  à  .M.  Sarrus,  auteur  d'un 
urand  travail  intitulé  :  Recherches  sur  le  Calcul  des 
Variations,  qui  a  été  inséré  dans  les  Mémoires  des 
Sm'unts  étrangers,  tome  X,  i848. 

M.  Sarrus  avait  eu  rheui'cusc  idée  d'introduire  un 
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signe  particulier  pour  indiquer  les  substitutions  à 
faire  dans  une  fonction  quelconque,  et,  par  ce  sim- 
ple artifice,  il  avait  pu  surmonter  les  obstacles  qui 
avaient  arrêté  ses  devanciers.  Ces  obstacles,  en  effet, 
consistaient  principalement  dans  la  difficulté  d'ex- 
primer, comme  il  l'aurait  fallu,  que  dans  telle 
expression  donnée  on  a  remplacé  l'une  ou  l'autre 
(les  variables,  et  souvent  même  plusieurs  variables 
à  la  fois,  par  leurs  valeurs  limites.  La  forme  sous 
laquelle  ^l.  Sarrus  présente  la  variation  d'une  inté- 
grale multiple,  est  moins  symétrique  que  celle  de 
M.  Ostrogradsky,  mais  elle  est  d'une  application  plus 
facile  et  presque  immédiate.  Trois  exemples  donnés 
à  la  fin  de  son  Mémoire  avaient  suffi  pour  mettre  en 
évidence  les  avantages  de  sa  méthode,  en  montrant 
(ju'elle  fournit  dans  tous  les  cas  l'ensemble  des  équa- 
tions dont  dépend  le  maximum  ou  le  minimum  d'une 
intégrale  simple  ou  multiple  quelconque. 

L'innovation  de  M.  Sarrus,  l'introduction  d'un 
signe  de  substitution,  parut  à  M.  Caucby  tellement 
importante,  qu'il  s'empressa  d'en  faire  le  point  de 
<!épart  d'un  nouvel  exposé  du  Calcul  des  A'ariatious, 
publié,  en  i  844»  dans  ses  Exercices  d'Analyse  et  de 
Pitysique  malhéniatiqiie,  tome  lll,  p.  5o.  Les  for- 
mulesgénéralesde  M.  Cauchy  sont  au  fond  les  mêmes 
que  celles  de  M.  Sarrus,  mais  l'emploi  plus  étendu 
de  la  nouvelle  notation,  et  l'adoption  d'un  signe 
de  substitution  double,  pour  indiquer  la  différence 
entre  les  résultats  de  deux  sul/stitutions  siuiples 
faites  toni'  ii  lour,  les  a  bcanconp  siniplitiécs.  Dans 
(•(^  piTMiicr  Mcnioirc,  M.  Cimcliv   s'clail   borne  ;i  éla- 
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blir  les  principes  et  les  équations  l'ontlanientales,  il 
avait  réservé  pour  un  second  les  applications  qu'il 
voulait  en  faire;  malheureusement,  ce  second  Mé- 
moire n'a  jamais  paru. 

Malgré  toute  notre  admiration  pour  M.  Caucliy, 
nous  n'avons  pas  pu  nous  résoudre  à  adopter  sa  dé- 
tinition  nouvelle  et  généralisée  de  la  variation  d'une 
fonction  ou  quantité.  <  Lorsque  plusieurs  fonctions 
ou  quantités,  dit-il,  page  52,  peuvent  changer  si- 
multanément de  valeurs  et  de  formes,  leurs  varia- 
lions  sont  de  nouvelles  quantités  ou  de  nouvelles 
fonctions  dont  les  rapports  sont  égaux  aux  limites 
des  rapports  entre  les  accroissements  infiniment  pe- 
tits des  variables  et  des  fonctions  proposées.  »  Sans 
doute  que  cette  conception  élargit  le  domaine  du 
Calcul  des  Variations  et  va  jusqu'à  lui  faire  com- 
prendre le  Calcul  différentiel  qui  n'en  est  plus  qu'un 
cas  particulier;  mais  cette  généralisation,  avanta- 
geuse peut-être  au  point  de  vue  métaphysique, 
n'a-t-elle  pas  le  grave  inconvénient  de  rendre  plus 
vague  encore  et  plus  insaisissable  l'idée  déjà  très- 
abstraite  de  la  variation  d'une  fonction?  Quand  on 
ne  restreint  pas  la  notion  de  variation  aux  change- 
ments de  forme  de  la  fonction  elle-même,  quand  on 
ne  l'isole  pas  des  changements  de  valeurs  des  varia- 
bles dont  elle  dépend,  on  se  voit  plus  tard  dans  la 
nécessité  de  distinguer  plusieurs  sortes  de  variations  : 
variations  totales,  variations  partielles,  variations 
propres  de  M.  Cauchy,  variations  tronquées  de  M.  Sar- 
nis,  elc,  etc. 

Nous  avons  donc  conserve  ;i  la  ra/iaUoii  la  siunifi- 
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cation  essentielle  que  lui  attribuaient  Euler  et  La- 
«M'auiJe:  nous  la  faisons  dériver  essentiellement  du 
eliangenient  de  forme  apporté  à  la  fonction.  De  plus, 
nous  écartant  encore  sur  ce  point  de  M.  Cauchy,  pour 
rester  tidèle  à  Euler,  nous  faisons  dériver  le  chan- 
i^ement  de  forme  de  la  fonction  du  changement  de 
valeur  d'un  paramètre  avec  lequel  elle  est  intime- 
ment liée,  au  moyen  duquel  nous  pouvons  l'amener 
à  coïncider  avec  toute  fonction  donnée  des  mêmes 
variables,  ou  à  passer  d'une  manière  continue  d'une 
première  forme  à  une  autre  forme  quelconque.  A  ce 
point  de  vue,  la  variation  pouvait  être  pour  nous  soit 
la  différentielle,  soit  la  dérivée  de  la  fonction,  rela- 
tive au  paramètre  variable  ;  nous  avons  écarté  la 
signification  différentielle,  afin  de  ne  pas  tomber 
dans  les  infiniment  petits;  et  pour  nous,  par  con- 
séquent, la  variation  est  une  dérivée  partielle  relative 
au  paramètre  variable;  mais  une  dérivée  qui  n'a  de 
sens  qu'autant  qu'elle  se  rattache  à  un  changement 
de  forme  de  la  fonction,  qui  naît  réellement  de  ce 
changement  de  forme  et  disparaît  avec  lui.  Ajoutons, 
qu'entre  la  différentielle  ou  la  dérivée  le  choix  était 
conqilétement  arbitraire»;  dans  la  substitution  de 
l'une  à  l'autre,  il  n'y  a,  eu  effet,  rien  de  changé  ni 
dans  les  raisonnements,  ni  dans  les  équations  finales, 
ni  dans  les  conclusions. 

En  étudiant  atlentivenient  les  travaux  de  .M.  Sarrus 
et  de  Cauchy,  nous  avons  découvert  qu'on  pouvait 
abréger  grandement  les  écritures  et  les  formules, 
souvent  fort  longues  et  fort  compliquées,  en  intro- 
duisant une  notation  symbolique  (|ui  permît  de  l'éu- 
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nii'  en  un  seul  les  ternies  analogues  ou  relatifs  aux 
mêmes  limites  des  variables.  Cette  simplitieation  a 
produit  un  autre  avantage  :  elle  a  mis  en  évidence 
certaines  analogies  générales  qui  nous  ont  permis  de 
formuler  en  langage  ordinaire  et  en  termes  assez 
nets  les  règles  principales  du  Calcul  des  Variations. 

En  outre  des  travaux  que  nous  venons  de  rap- 
peler, nous  avons  beaucoup  consulté,  surtout  pour 
les  applications,  l'ouvrage  très-remarquable  de 
M.  Jellett  {A  elementary  Treatise  onthe  Calculiis  of 
Variations,  Dublin,  i85o).  Nous  sera-t-il  permis  ce- 
pendant d'exprimer  un  regret?  Le  savant  professeur 
de  Trinity-College  n'a  pas  connu  les  rechercbes  de 
M.  Sarrus,  et,  pour  les  intégrales  multiples,  ses  for- 
mules n'ont  pas  toute  la  généralité  désirable.  Il  sup- 
pose partout,  en  effet,  que  les  limites  sont  continues 
ou  peuvent  être  fournies  par  une  seule  formule 
L  <  o  ;  ce  n'est  là  évidemment  qu'un  cas  très-parti- 
culier. En  réalité,  ces  deux  reproches  se  confondent; 
car,  si  nous  ne  nous  trompons  pas,  M.  Sarrus  s'est 
placé  le  premier  au  point  de  vue  plus  général  des 
limites  discontinues. 

La  méthode  par  laquelle  le  grand  Jacobi  a  appris  à 
distinguer  les  maxima  et  les  minima,  est  un  chef- 
d'œuvre  de  combinaison  analytique;  aussi,  quoique 
l'application  en  soit  encore  fort  restreinte,  nous 
avons  fait  de  sérieux  eftorts  pour  la  rendre  acces- 
sible, en  mettant  à  profit  l'exposé  qu'en  ont  fait 
M.  Delaunay  dans  son  beau  Mémoire  sur  le  Calcul 
des  Variations,  et  M.  Hesse  dans  un  article  inséré  en 
uSjc)  dans  le  Journal  de  Crelle. 
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Notre  rédaction  était  presque  eoniplétenient  aclie- 
vée,  quaml  nous  avons  pu  consulter  l'ouvrage  gran- 
dement utile  (|u'un  homme  très-initié  à  la  littérature 
du  Calcul  des  Variations,  3[.Todhunler,  vient  de  pu- 
blier sous  ce  titre  :  A  History  of  the  Progress  of  the 
Calculas  of  Variations,  by  Todhunter,  London,  j86o. 

Il  existe  en  langue  allemande  un  Traité  fort  volu- 
mineux intitulé  :  Théorie  und  Anwendiing  des  soge- 
nannten  Variations  Calculs,  von  D'"  G.-W.  Straucli, 
dont  la  troisième  partie,  renfermant  les  applications 
aux  intégrales  doubles  et  triples,  a  paru  en  1809,  à 
Vienne.  Ce  livre,  tout  encombré  de  formules  stériles, 
est  suivi  d'un  Appendice  dans  lequel  le  savant  auteur 
s'attache  à  prouver,  par  une  critique  sans  fondement 
et  inexorable,  que  ni  M.  Sarrus,  ni  ^l.  Cauchy,  ni 
]M.  Delaunay  n'ont  atteint  le  but  qu'ils  se  sont  pro- 
posé dans  leurs  recherches  sur  le  Calcul  des  Varia- 
tions. Peu  conséquent  avec  lui-même,  tantôt  il  re- 
proche à  M.  Sarrus  d'avoir  séparé  des  termes  qu'on 
pouvait  réunir  sous  un  même  signe  intégral,  pour 
mieux  faire  sentir  que  les  variations  qu'ils  contien- 
nent/;^^/r^/;/  dépendre  les  unes  des  autres;  tantôt  il 
reproche  à  M.  Cauchy  (runir  en  une  seule  expression, 
|tar  un  double  signe  de  substitution,  des  termes  qu'on 
pouvait  écrire  séparément  pour  mieux  indiquer  que 
les  variations  qu'ils  contiennenl/;r?/(r/?/ être  indépen- 
dantes les  unes  des  autres.  Le  croirait-on?  .M.  Strauch 
va  jus(ju'a  dire  que  les  formules  de  .M.  Sarrus  ne 
comprennent  même  pas  la  solution,  de  ce  problème 
très-sinqile  :  •«  Trouver  l'aire  minima  entre  deux 
surfaces    données.   •■    1^1    pourlaiil,    dans    la   vingt- 


\vi  PREFACE. 

troisième  de  nos  applications,  nous  avons  résolu  ce 
problème  en  quelques  traits  de  plume  pai*  la  mé- 
thode de  M.  Sarrus! 

Si  nous  ne  nous  faisons  pas  illusion,  ces  modestes 
Lepo/^^seront  favorablement  accueillies,  parce  qu'elles 
résument  les  derniers  progrès  de  cette  branche  im- 
portante de  l'Analyse,  et  les  rendent,  il  nous  semble, 
plus  généralement  assimilables.  Si  l'on  veut  bien 
comparer  nos  formules  à  celles  de  nos  maîtres, 
M.  Sarrus  et  Cauchy,  on  verra  qu'elles  sont  deve- 
nues beaucoup  plus  simples,  plus  nettes  et  plus 
élégantes.  Ramenés  à  la  forme  et  aux  propor- 
tions du  signe  d'intégration,  nos  signes  de  substi- 
tution sont  devenus  plus  maniables  et  constituent 
une  notation  classique;  l'aspect  des  équations,  toutes 
compliquées  qu'elles  restent  quelquefois,  n'a  plus 
rien  de  repoussant;  nous  oserions  presque  dire 
qu'elles  sont  attrayantes.  Si  ce  volume  enfin  est  de- 
venu un  chef-d'œuvre  d'impression,  l'honneur  en 
revient  à  la  supériorité  incontestable  de  l'imprimerie 
de  M.  Mallet-Bachelier  et  à  l'habileté  sans  rivale  de 
M.  Bailleul. 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


PREMIÈRE  PARTIE. 

PRINCIPES.  -  THÉORIE.  -  FORMULES  GÉNÉRALES. 


Pages. 
AVERTISSEMEXT V 

Préface >x 


PREMIERE  LEÇON. 

Signe  de  substitution  simple  et  double,  ses  propriétés.  — 
Expressions  définies  et  leur  classification.  —  Notation  sym- 
bolique          ' 

DEUXIÈME  LEÇON. 

Règles  de  différentiation  des  expressions  définies.  —  Intégra- 
tion par  parties  des  expressions  définies  mixtes li 

TROISIÈME  LEÇON. 

Définition  de  la  variation  d'une  fonction.  —Variation  com- 
plète d'une  intégrale  multiple.  —Transformation  de  la  va- 
riation d'une  intégrale  multiple.  —  Formule  d'Ostrogradsky. 
—  Variation  d'une  expression  définie  quelconque 4'* 

QUATRIÈME  LEÇON. 

Variation  d'une  intégrale  simple,  double,  triple.  —  Conditions 
d'intégrabililé  des  expressions  différentielles  à  une,  deux , 

trois  variables  indépendantes Oi 

T.  IV.  i> 


xviM  TABLE  DES  MATIERES. 

CINQUIÈME  LEÇON. 

Pages . 

Maxima  et  minima  des  intégrales  et  en  général  des  expressions 
définies.  —  Maximum  ou  minimum  absolu.  —  Maximum  ou 
minimum  relatif.  —  Diverses  espèces  de  conditions  ou  de 
restrictions.  —  Équations  auxquelles  doivent  satisfaire  les 
fonctions  inconnues  pour  rendre  nulle  la  variation  de  l'in- 
tégrale ou  de  l'expression  définie 89 

SIXIÈME  LEÇON. 

Maxima  et  minima  des  intégrales  simples m 

SEPTIÈME  LEÇON. 

Maxima  et  minima  des  intégrales  doubles  et  triples. i3o 

HUITIÈME  LEÇON. 

Méthode  de  .Tacobi  pour  distinguer  les  maxima  et  les  minima 
des  intégrales  simples.  —  Application  à  quelques  cas  parti- 
culiers      160 


DEUXIEME  PARTIE. 

APPLICATIONS  A  LA  GÉOMÉTRIE  ET  A  LA  MÉCANIQUE. 


NEUVIEME  LEÇON. 

Recherche  de  courbes  planes  ayant  des  propriétés  de  maximum 
ou  de  minimum.  —I.  Ligne  la  plus  courte  entre  deux  points. 

—  II.  Ligne  de  longueur  donnée  renfermant  l'aire  maxima. 

—  III.  Courbe  qui  engendre  la  surface  de  révolution  minima. 

—  IV.  Ligne  de  longueur  donnée  qui  engen'dre  la  plus  grande 


TABLE  DES  MATIÈRES.  xix 

Pages. 
OU  la  plus  petite  surface.  —  V.  Ligne  de  longueur  donnée  qui 
engendre  le  solide  de  révolution  de  plus  grand  ou  de  plus 
petit  volume.  —  VI.  Courbe  génératrice  de  la  surface  de  ré- 
volution qui  sous  une  étendue  superficielle  donnée  renferme 
le  plus  grand  ou  le  plus  pptit  volume.  —  VII.  La  brachislo- 
chrone  ou  la  courbe  de  plus  vite  descente  entre  deux  points.     197 

DIXIÈME  LEÇON. 

Suite  de  la  recherche  de  courbes  planes.  —  Cas  où  l'on  prend 
l'arc  pour  variable  indépendante.  —  VIII.  Solide  de  révolu- 
tion qui  exerce  sur  un  point  la  plus  grande  attraction  dans 
une  direction  donnée.  —  IX.  Courbe  qui  renferme  avec  sa 
développée  et  ses  deux  rayons  de  courbure  extrêmes  Taire 
minima.  — X.  Courbe  qui  a  le  plus  grand  ou  le  plus  petit 
moment  d'inertie  par  rapport  à  un  point  donné.  —  XL  Équi- 
libre d'un  fil  flexible  et  inextensible 233 


ONZIEME  LEÇON. 

Recherche  de  courbes  dans  l'espace;  formules  générales  pour 
le  cas  où  l'on  prend  l'arc  pour  variable  indépendante.  — 
XII.  Ligne  la  plus  courte  sur  une  surface  donnée.  — 
XUI.  Ligne  la  plus  courte  de  courbure  constante 2G1 


DOUZIEME  LEÇON. 

Suite  de  la  recherche  de  courbes  dans  l'espace.  —  XIV.  Courbe 
de  longueur  donnée  renfermant  l'aire  maxima  sur  une  sur- 
face. —  XV.  Courbe  de  longueur  donnée  circonscrivant  une 
portion  de  surface  telle  que  le  volume  qu'elle  recouvre  soit 
un  maximum.  —  XM.  Courbe  de  longueur  donnée,  direc- 
trice d'un  cylindre  à  aire  maxima.  —  XVII.  La  brachisto- 
chrone  sur  une  surface.  —  XVUI.  La  brachisloclirone  dans 
un  milieu  résistant.  —  XIX.  Position  d'équilibre  d'un  fil  sur 
une  surface mjj. 


XX  TABLE  DES  MATIÈRES. 

TREIZIÈME  LEÇON. 

Pagf-s 
Applications  à  des  intégrales  doubles.  —  XX.  Maximum  ou 
minimum  de  l'intégrale  § §[z—px—qy)"' dydx .  —XXI.  Maxi- 
mum ou  minimum  de  SS\/p'^-{-q^dydx.~^'yiSl.  Maxi- 
mum ou  minimum  de  jj[z—px—qy)dydx\  l'intégrale 
j j  \/ p^ -\- q'^  dydx  étant  constante.  —  XXin.  Surface  à  aire 
minimum.  —  XXIV.  Surface  dont  le  centre  de  gravité  est  le 
plus  bas  possible.  —  XXV.  Surface  renfermant  un  volume 
donné  et  dont  le  centre  de  gravité  est  le  plus  bas  possible. 
—  XXVI.  Surface  à  aire  minimum  recouvrant  un  volume 
donné 3i6 


QUATORZIEME  LEÇON. 

Applications  à  des  intégrales  triples.  —  XXVII.  Surface  à  aire 
donnée  renfermant  le  plus  grand  volume.  —  XX'VIII.  Mini- 
mum de  l'intégrale  ///  \/'i--\-p'  +  q'  H-  r'^dzdydx,  p,  q,  r, 
étant  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  indéterminée  w.    343 


FI.\    DE   LA   TABI.E   DES   MATIERES. 


LEÇONS 

o 

DE 

CALCUL  DES  VARIATIONS. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

PRINCIPES.  -  THÉORIE.  -  FORMULES  GÉNÉRALES. 

PREMIÈRE  LEÇON. 


Signe  de  subsli talion  simple  et  double.  —  Expressions  définies. — Variables 
principales  et  leurs  limites.  —  Propriétés  du  signe  de  substitution.  — 
Réduction  d'une  expression  définie  quelconque  à  la  forme  d'une  inté- 
grale définie. —  r.lassifiration  des  expressions  définies. —  IVotation  sym- 
bolique. 


\  .  Dans  le  calcul  des  variations  il  arrive  constamment 
qu'une  ou  plusieurs  variables  qui  entrent  clans  une  fonc- 
tion, doivent  recevoir  des  valeurs  spéciales,  et  si  ce  calcul 
a  été  longtemps  arrêté  dans  ses  développements,  c'est 
qu'il  manquait  d'un  signe  pour  bien  expritner  cette  par- 
ticularisalion.  On  doit  à  M.  Sarrus  la  première  idée  d'un 
semblable  signe,  idée  que  M.  Cauchy  a  accueillie  avec  em- 
pressement, mais  avec  une  modification  heureuse  des  nota- 
tions, que  nous  adopterons  en  les  simplifiant  encore.  Le 
signe  dont  nous  ferons  usage  etque  nous  appellerons  5/^//(? 
de substitiilion,  coiisialc  en  un  trait  incliné, placéen  avant 
de  la  fonction,  auquel  on  accole  la  valeur  particulière 
IV.  I 
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qu'on  doit  donner  à  la  variable.  Ainsi 


V,     ou  simplement 


/■■'• 


exprimera  ce  que  devient  la  fonction  V,  quand  la  va- 
riable X  reçoit  la  valeur  particulière  x^.  Le  même  signe  \ 
avec  deux  limites,  l'une  inférieure  .ri,  l'autre  supé- 
rieure j^a, 


V,     ou     simplement 


exprimera  la  ditïérence  entre  les  résultats  des  deux  sub- 
stitutions X  =1  Xi,  X  =  x^  dans  la  fonction  Y,  ou  ce  que 
l'on  obtient  quand,  après  avoir  fait  tour  à  tour  dans  cette 
fonction  x  =  x^^  x  =  x^,  on  retranche  le  premier  résul- 
tat du  second  ;  de  sorte  que 

/:■'=/■■-/"'■ 

r-- 

Un  signe  de  substitution  double^  tel  que  /    ,  pourra  donc 

IX  ^ 

toujours  être  décomposé  en  deux  signes  de  substitution 
simple,  /    et  /     . 

Nota.  Dans  l'enseignement  oral  il  est  bon  c[u'on  puisse 
désigner  verbalement  le  signe  ou  l'acte  de  la  substitution. 
Nous  proposons  en  conséquence  de  dire  substitution , 
comme  on  dit  somme,  et  substitution  x^,  substitution  x^ , 
ou  substitution  Xi,  X-y,  comme  on  dit  somme  depuis  .r, 
jusqu'à  a%>,  ou  somme  Xi,  x^. 

Par  suite  de  celte  même  notation  étendue  au  cas  de 

plusieurs  \ariables,  /      /     V exprimera  qu'il  faut  d" abord 
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tlonner  la  valeur  yi  à  la  variable  y',  et  ensuite  à  la  varia- 

ble  x  la  valeur  a'i. De  même  la  notation  /      /    V    signifie 

qu'il  faut  i°  remplacer  tour  à  tour  dans  V  la  variable  } 
par  les  valeurs  ji  ety^,  et  retrancher  le  premier  résultat 
du  second;  2"  donner  tour  à  tour  à  x,  dans  la  difterence 
ainsi  obtenue,  les  valeurs  x'i  et  x^^  et  retrancher  de  nou- 
veau les  deux  résultats  l'un  de  l'autre,  de  sorte  que 

/:r-/:(/"'-/'') 

On  aurait  de  même 

m'- 

HTMIP-ITMIP 

-irrHTT'-mHi'T'- 

Pour  retrouver  avec  leurs  signes  les  dillcrents  termes 
du  second  membre,  il  suffira  de  torraer  le  produit  sym- 
bolique 

[f-nn'^nif-ry 

Ces  deux  exeni])les  montrent  déjà  la  simplification 
considérable  ([non  peut  tirer  en  certains  <as  de  l'emploi 
des  signes  de  substitution  double. 

2.  Les  substitutions  simples  ou  tlouhlcs  se  mêlent  sou- 
vent à  des    intégrations,   quelles   peuvent  précéder   ou 
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suivre  seloir  les  circonstances.   Ainsi   /      |      \ dy   indi- 


IT 


quera  (juil  faut  d'abord  intégrer  \dy  entre  les  limites 
),   et  Va   et  remplacer  ensuite  x  par   .rj.   Au    contraire 

i      /    \  /7x  exige  qu'on  substitue  d'abord jt  à  r  dans  la 

fonction  V,  et  qu'on  intègre  ensuite  le  résultat  multi- 
plié par  dx,  entre  les  limites  .r,  et  Tg.  A  la  rigueur  on 
devrait  écrire 

I       cl.v  \     V      au  lieu  de         |         /     \dx; 

mais  par  la  même  raison  que  dans  les  intégrales  multiples 
on  ne  sépare  pas  les  signes  jy.  . .  par  les  différentielles  dx^ 
dj,  etc.,  nous  préférons  la  seconde  manière  d'écrire,  où 
les  signes  y  et  ^  se  succèdent  immédiatement.  Pour  la  jus- 
tifier, s'il  était  nécessaire,  on  pourrait  dire  que  la  diffé- 
rentielle dx  n'étant  ])as  fonction  de  v ,  n'est  pas  atteinte 
par  les  substitutions  qu'on  peut  faire  relativement  à  cette 
variable. 

Pour  ne  laisser  rien  d'obscur,  considérons  encore  la 

notation 

,'•-'■■. 

Vr/>. 

Elle  exige  que  l'on  fasse  d'abord  dans  la  fonction  V  la 
substitution  double  relative  à  z\  qu'on  intègre  ensuite 
par  rapport  à  j  le  résultat  obtenu  multiplié  par  dy,  et 
qu'on  procède  enfin  à  la  substitution  double  relative  à  la 
variable  x. 

3.  Une  fonction  à  laquelle  on  a  fait  subir  soit  des  in- 
tégrations entre  certaines  limites,  soit  des  substitutions 
simples  ou  doubles,  relatives  avix  variables  dont  elle 
dépend,    s'appelle   expression    définie.    Elle    n'est   plus 


m 


SIGM'.     DK     SUBSiniTluN.  5 

foiiclioli  de  ces  varialiles,  que  nous  nouiiueioiis  \aria- 
bles  principales,  et  ne  dépend  que  des  paramètres  ou 
constantes  indéterminées  qu'elle  peut  reulermer.  Dans 
ce  qui  suit  nous  désignerons  en  général  ]>ar 

X,     y,     z,...,     s,     t 

les  variables  principales  qui  entrent  dans  Ja  lonclioii 
donnée,  par 

•^1  j    y \^     2| , . . . ,    cV| ,     f I 

les  limites  inférieures  de  ces  variables,  par 

•^2  >    y-î  )    2-, , , . . ,    s-i,    ti 

leurs  limites  supérieures,  par  x.  un  paramètre  indéter- 
miné; et  nous  supposerons  toujours,  à  moins  que  nous  ne 
disions  le  contraire,  que  les  substitutions  et  les  intégra- 
lions  ont  lieu  successivement  par  rapport  aux  variables 
principales  dans  l'ordre  inverse  des  lettres  x^y,  z , .  .  . . 
5,  t\  de  sorte  que  la  première  opération  soit  relative  à  ^, 
la  dernière  relative  à  x.  Nous  admettrons  aussi  que  les 
limites  Xj  et  x.2  de  x  sont  indépendantes  de  toutes  les  va- 
riables principales,  tandis  que  les  limites  de  j  pourront 
être  fonctions  de  x,  celles  de  z  fonctions  de  x  et  j,  et  ainsi 
de  suite  jusqu'à  la  variable  ?,  dont  les  limites  seront  en 
i^énéral  fonctions  de  x,  }^,  z,...,  s.  Quant  au  para- 
mètre z,  il  pourra  entrer  non-seulement  dans  la  fonc- 
tion donnée  V,  mais  aussi  dans  les  valeurs  limites  de 
toutes  les  variables  principales  or,  y,  z,.  .  .,  t^  quoiqu  il 
doive  être  bien  entendu  que  ces  variables  elles-mêmes 
sont  entièrement  indépendantes  les  unes  des  auiies  etde  x. 

■i.  Propriétés  du  signe  l.  — J^e  signe  de  snbstituiion 
simple,  placé  devant  une  fonction  composée  quelconque, 
porte  sur  chacun  des  éléiuonts  f(ui  (Mitrcni  dans  sa  forma- 
lion,  de  sorte  qu  on  a 

/  /v/,  <•,...,.  ..=  /  Il  //,  / ..,  /  M,...  y 
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De  ce  principe  général  on  peut  tirer  plusieui's  consé- 
quences parmi  lesquelles  il  nous  suffira,  pour  le  moment, 
de  noter  les  deux  suivantes  : 

1°  Lorsque  la  somme  algébrique  de  plusieurs  fonc- 
tions est  soumise  à  une  ou  plusieurs  substitutions  succes- 
sives, simples  ou  doubles,  on  peut  effectuer  séparément 
les  substitutions  indiquées  dans  chacune  de  ces  fonctions 
et  prendre  la  somme  ali;ébrique  des  résultats  ainsi  obte- 
nus. On  aura,  par  exemple, 

On  pourrait  énoncer  cette  propriété  en  disant  que  la  sub- 
stitution de  la  somme  est  égale  à  la  somme  des  substitu- 
tions. 

2°  Lorsque  le  produit  de  plusieurs  fondions  est  sou- 
mis à  une  ou  plusieurs  substitutions  simples,  on  peut  ef- 
fectuer séparément  les  substitutions  indicjuées  dans  chaque 
facteur  et  former  le  produit  des  résultats  obtenus.  On 
aura  ainsi 

Dans  le  cas  de  substitutions  simples,  la  substitution  du 
produit  est  égal  au  produit  des  substitutions. 

Si  la  quantité  qui  se  trouve  engagée  sous  vin  signe  do 
substitution  simple,  est  constante,  ou  seulement  indé- 
pendante de  la  variable  à  laquelle  se  rapporte  la  substi- 
lulion  indiquée,  le  signe  |  est  sans  elïet  aucun  et  peut 
être  supprimé.  On  a  évidemment 

/-,  /'.  H,  /-,  K.  K. 

/     k=zk,      I     Â- =:  k,      I      ku  =  kl     u,       1     kit  =r  kl     w, 

lorsque  A  est  constant  ou  indépendant  de  a',  el  par  suite 

F:  r:  /•'. 

/      ^=  O ,  /       ///  =  //      Il  . 

Ir,  ijc,  'r, 
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Les  facteurs  constants  restent  en  deJiors  des  sub- 
stitutions j  la  substitutiofi  double  d\ine  constante  est 
nulle. 

5.  Lorsqu'une  expression  définie  quelconque  est  sou- 
mise à  une  nouvelle  substitution  simple,  au  lieu  de  l'eflet- 
tuer  dans  le  résultat  définitif  de  toutes  les  opérations  indi- 
quées par  les  signes  f  et  f,  rien  n'empêclie  de  la  faire 
séparément  dans  la  fonction  V  et  dans  les  limites  de 
chacune  des  variables  auxquelles  se  rapportent  ces  opé- 
rations. On  pourrait  même  faire  la  substitution  seulement 
dans  quelques-unes  des  quantités  V,  ti ,  t^,  s^  ^  s^, .  .  . , 
qui  constituent  l'expression  définie  proposée,  mais  alors 
on  serait  obligé  de  la  renouveler  à  la  fin  du  calcul. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  Y  contienne  trois 
variables  indépendantes  x,  y,  z,  et  qu'on  veuille  calculer 

/       I       /    ^'^^/î     ou  faire  x  =  x,  dans        i        /    \dj, 

expression  qui  est  évidemment  fonction  de  la  seule  vai  ia- 
ble  X.  Puisque  cette  variable  x  entre  dans  la  fonction  \ 
ainsi  que  dans  les  limites  2,,  z,,  Yi-,  fi-,  sans  être  atteinte 
ni  parla  substitution  relative  à  2,  ni  par  l'intégration  rela- 
tive à  y,  on  arrivera  au  même  but,  en  faisant  séparément 
X  =  Xi  dans  chacun  des  éléments  V,  z^ ,  -z, ,  ji ,  ji,  qui 
constituent,  pour  ainsi  dire,  l'expression  donnée.  Mais  il 
est  évident  que  si  Ton  ne  faisait  x  =  x^  que  dans  qucl- 
({ues-uns  de  ces  éléments,  la  variable  x  ne  serait  pas 
complètement  remplacée-,  il  faudrait  par  conséquent 
renouveler  la  substitution  x  =  x\  dans  le  résultat  obtenu. 
Ces  raisonnements  conduisent  sans  peine  à  la  conclu- 
sion générale,  que  dans  les  expressions  définies  on  peut 
faire  les  substitutions  simples  autant  de  fois  cl  à  telle 
plarr  rpi'on  vt'Ui,  pourvu  *|u\ii  dt  iniei  lieu  OJi  les  lasse  a 
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la  place  ou  dans  Tordre  indiqué  par  la  notation  primitive. 
On  aura  par  exemple  identiquement 

-n:m 


Ndy. 


6,  Ce  même  principe  de  la  répétition  des  substitutions 
simples  peut  servir  à  réduire  une  expression  définie  à  la 
forme  d'une  intégrale  définie  toutes  les  fois  que  les  substi- 
tutions qu'elle  renferme  sont  simples.  Il  suffit  en  effet  pour 
cela  d'effectuer  séparément  les  substitutions  dans  la  fonc- 
tion V  et  dans  les  limites  des  intégrations.  Prenons  pour 
exemple  l'expression 


rm: 


Ydtdf, 


V  étant  supposé  fonction  des  quatre  variables  x,y,  z,  t. 
Si  l'on  etïéctue  les  substitutions  indiquées  dans  chacune 
des  quantités  V,  fj,  A,,  )^i,  j)^2,  et  qu'on  désigne  respecti- 
vement par  V,  î', ,  t .^1  y\  ,  y  .,1  les  résultats  de  ces  substitu- 
tions, de  sorte  que 

v'=/'7"v, 

l'expression  proposée  deviendra 

f  ^  I    rdtdj, 

et  prendra  ainsi  la  forme  d'une  intégrale  définie.  Ajou- 
tons que,  par  suite  des  substitutions  efl'cctuées,  V  est  fonc- 
tion de  y  ç.\.t-^  t\  cl  t\  sont   fonctions   de  y\   tandis  que 
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y\  et  y\  sont  constantes;  de  sorte  que  y  el  t  sont  les  seules 
variables  qui  figurent  réellement  dans  cette  intégrale. 

Si  Ion  ne  tenait  pas  à  rendre  les  substitutions  visibles, 
on  pourrait  supprimer  les  signes  f  f  et  écrire  simplement 

/        /     Ydtdr,      au  lieu  de      1       j      I       j     '^"^cdr, 

en  sous-entendant  qu  on  devrait  faire  préalablement 
z  =  z^ei  X  =  x^  dans  celles  des  fonctions  \,  ti,  ?2,j^i,_^î. 
qui  dépendent  des  variables  z  et  x. 

Lorsque  l'expression  donnée  renfermera  des  substitu- 
tions doubles,  on  les  décomposera  d  abord  en  substitutions 
simples  et  Ton  transformera  séparément  cbaque  terme  du 
résultat,  ce  qui  donnera  une  suite  d'intégrales  définies. 

Une  expression  définie  est  invariable  tant  que  les  con- 
stantes indéterminées  qu'elle  renferme  conservent  des  va- 
leurs fixes.  Mais  si  lune  de  ces  constantes  /.,  devenue  pa- 
ramètre variable,  change  de  valeur,  l'expression  définie 
variera  elle-même,  en  tant  que  fonction  de  ce  paramètre, 
et  pourra  être  dilférentiée  par  rapport  à  lui.  Le  calcul  des 
variations,  comme  nous  le  verrons  dans  la  suite,  se  réduit 
en  effet  à  la  recherche  des  dérivées  des  expressions  défi- 
nies; il  faut  donc  avant  tout  exposer  les  règles  générales 
delà  diiîérentiation  de  ce  genre  d'expressions,  qui  sont  de 
U'ois  espèces  :  i°  expressions  définies  par  substitution,  ou 
qui  résultent  uniquement  de  substitutions;  2°  expressions 
définies  par  iiitégratio/i,  ou  Intégrales  définies;  i"  expres- 
sions définies  m/x^e^,  ou  qui  résultent  à  la  fois  de  sutstiiu- 
tions  et  d'intégrations  se  succédant  dans  un  ordre  (juel- 
conque. 

7.  Nous  considérerons  successivement  ci  s  trois  espèces 
d'expressions  définies  et  nous  chercherons  leurs  dérivées 
relatives  à  un  paramèlre  /,  contenu  tant  dans  la  fom  lion 
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donnée  \  que  dans  les  limites  des  variables  x,  ^  ,  2, .  .  . ,  t-, 
mais  avant  tout,  pour  simplifier  les  formules,  qui  sans 
cela  deviendraient  très-complexes,  et  pour  leur  donner 
toute  la  clarté,  toute  la  symétrie  possibles,  nous  ferons  une 
nouvelle  convention.  Comme  les  variables  x,  x,  y^,  z,...,  t 
sont  indépendantes  les  unes  des  autres,  on  ne  saurait  atta- 
cher aucune  idée  aux  quotients  différentiels 


d.T 

dj 

dz 

^, 

dz 

dz 

Tr: 

t: 

Tr:" 

dx 

dx 

dy 

Cependant  nous  ferons  usage  de  ces  symboles  précédés  d'un 
signe  de  substitution,  et  nous  leur  donnerons  la  significa- 
tion déterminée  par  les  formules 


dx 


/"'  cjx^dx^     r^  ^  ^  ^  j  ']i 

I       dy.^  f/-/'        /       .'/-/  dy.''  '"'       I       d.r 

p  dx  _  dx,  F^  dy  _    dy-,  Y°'  '^y  _.  ^ 

/        dy  dy  I       dy  dy  j        dx  dx 

c'est-à-dire  que  la  dérivée  de  l'une  quelconque  des  varia- 
bles indépendantes  x,  j,  ::,...,  /,  laquelle  en  elle-même 
n'a  aucun  sens,  représentera  pour  nous  la  dérivée  de  celle 
des  limites  inférieure  ou  supérieure  de  cette  même  variable 
accolée  au  signe  de  substitution.  Cette  convention  s'éten- 
dra également  aux  dérivées  des  ordres  supérieurs. 

Il  «est  pas  même  nécessaire  que  le  signe  de  substiiu- 
tion  précède  immédiatement  la  dérivée  symbolique  pour 
en  déterminer  le  sens;  il  pourrait  en  être  séparé  par 
d'autres  signes  soit  de  substitution,  soit  d'intégration,  ou 
par  un  facteur,  sans  que  la  signification  de  la  dérivée 
cessât  d'être  déterminée.  C'est  une  conséquence  naturelle 
du    principe  de   la   répétition   des  substitutions  (n"  5). 
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On  aura  ])ar  exemple 


/72 

dx 


clr 


dx^  dz^ 
dy.   dy 


r' I''-  dxdy    1'' r-  r'dxi''-dr    r'i'^  r/.,-,. 

/      /      "d^Zr-^l      I      "j      T4       tx  =  l     I      "J^.-. 
de  même 

L'avantage  principal  de  cette  notation  symbolique  est 
de  permettre  de  réunir  en  un  seul  terme  plusieurs  expres- 
sions définies  qui  renferment  les  dérivées  correspondantes 
des  deux  limites  d'une  ou  de  plusieurs  variables,  ce  qui 
simplifiera  beaucou^p  la  recherche  des  variations  des  inté- 
grales multiples. 
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DEUXIÈME   LEÇON. 


Règles  de  la  différentiatioii  des  expressions  définies. —  Dérivées  des  ex- 
pressions définies  parsubslitution.  —  Dérivées  des  intégrales  définies. — 
Dérivées  des  expressions  définies  mixtes.  —  Intégration  par  parties  des 
expressions  définies  mixtes. 


8.  Premier  cas.  —  Expressions  définies  par  subsiitu- 
tioîi.  —  Supposons  d'aboid  que  \  renfernie  les  seules  va- 
riables y.  et  X.,  ou  que  l'on  ait  \  =i/^(/t.  x)  ;  Texpression 

dépendra  du  seul  paramètre  /.,  et  il  s'agit  de  la  dilVéreu- 
tier  par  rapport  à  lui.  On  aura  évidemment 

d     Z"^'     _#(■/,  •>•.)    ,    tif{-/.,.v,)d.i:, 


if 


dv.  j  d  y.  dxy         dv. 

Or 

dv.  f       dv.'  d.r,  I       '''' 

et,  d'après  la  con\entiou  admise, 


donc 


dx,        /^'  dx 

d7  ~  I    f77  ■ 

iL  l'y—  r  ('Il       '^^  '^ 


On  Irouveiail  de  mrnic 


d^.j        ~l      \d^.  '^    d7-  TFy.j' 
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fl,  en  rolraïu'lumt  d)^  <-elte  équation  la  précédenle, 

c'est-à-dire  que  pour  obtenir  la  dérivée  de  /     V',  /    V,  /    \  , 

par  rapport  à  /,,  il  suffira  de  différentier  sous  le  sii;ne  de 
substitution  comme  si  x  était  fonction  de  y.. 

Si  \    renferme  les  trois  variables  •/..  x,  7-,  ou  si  Ton  a 

V  =/'(•/.,  x,y),  et  qu'on  demande  la  dérivée  de  /     /     \ 

par  rapport  à  /.,  on  remplacera  ^    par  /     \  dans  la  der- 
nière  équation,  (|ui  deviendra 

Celle  même;  équallo!»  (1)  donne  d'ailleurs 
d.r.  I  I        \  ^*^  ^v    ^ 


en  substituant  ces  valeurs,  et  considérant  que  le  facteur 

,     ,.  dx  ,         ,  .       ,     r/.r,  .  dx, 

symbolique  — ;  tenant  la  place  soit  de  ——t  soit  de  — — . 

•'  ^         dy.  ^  dy.  dy. 

ne  dépend  point  de  y,  01  ([u'il  est  permis  par  conséquent 


de  le  faire  passer  sous  le  signe  /     ,  on  arrive  à  réquf 


aiioii 
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suivante  : 

^  r/v./^      l  L     Ij      \dy.  dx  dv.  dy\dy.         d.Tdy.j\' 

La  somme  aflectée  des  signes  de  substitution  est  évidem- 
ment la  dérivée  totale  de  V  prise  par  rapport  à  x,  comme 
si  chacune  des  variables  v.,  x,  y  était  fonction  de  celles 
qui  la  précèdent,  x  fonction  de  y., y  fonction  de  /.  et  de  x. 

Considérons  encore  l'expression/     /      /    ^5  dans  la- 

'x,     1^1     '^i 

quelle  V  est  fonction  des  variables  x,  x,  j ,  z,  et  dont  il 
faut  trouver  la  dérivée  par  rapport  à  x.  En  remplaçant 
dans  Téquation  précédente 


1: 
1: 


par 


d\  r  i dW         d\  dz\ 

777    P""         [-d^.-^-d^d^A 


d  V  ^-  /  d  V         d  V  dz 

dx  1^     \  dx  dz   de 

dY  l~-  l'dV         dV  dz'' 


dy       '^'**      /,     \  dy     '     dz  dj 

dx     dy     dy  , 

et  faisant  passer  les  facteurs  —-  -,  -^t  -—•,  sous  le  nouveau 

•^  d  y.      d  K      dx 

signe  de  substitution  /    ,  ce  qui  est  permis,  puisque  les  li- 

mites  j:i,  .Tg,  ru  J^t  elles-mêmes,  et  par  suite  leurs  déri- 
vées, sont  indépendantes  de  z  \  on  verra  que  Tenscmble  des 
termes  affectés  dans  féquation  (2)  des  signes  de  substi- 
tution, auxquels  s'est  joint  le  signe  relatif  à  /,  s'accroît 
du  terme 

r/V  Vdz  ^dzclx^    ,    dj^  /  efy        ^^M"] 
dz    \_dy.    '    dxdy~^dy\dA         dxdy.j] 
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et  devient  la  dérivée  loiale  de  V  prise  pai  rapport  à  x, 
comme  si  chacune  des  variables  x,  x^  y.  z  était  fonction 
de  celles  qui  la  précèdent.   Si  l'on  désigne  cette  dérivée 


•"[S]'°" 


aura  aonc 


d( 


■"   mxHxm 

Le  même  raisonnement,  appliqué  successivement  à  un 
nombre  de  variables  de  plus  en  plus  grand,  conduirait 
évidemment  à  la  formule  générale 


»' u:i:i:t--i:i:i:i:\" 

dans  laquelle      ——       désigne    la    dérivée    totale    de    \ 

relative  à  •/.,  prise  comme  si  chacune  des  variables 
X,  x^y.  z, .  .  , ,  t  était  fonction  de  toutes  celles  qui  la  oré- 
cèdent.  La  signification  réelle  de  cette  formule  symbo- 
lique, après  les  explications  données,  n'a  rien  d'obscur. 

Quand  on  aura  formé  la  dérivée   totale      ——    >   ou  d('-- 

composera    la  substitution   double  /    en   deux  subslitu- 

,  ,  dt      dt      dt     di  dt, 

tionssimples,  on  remplacera  — i  -— •  —-•>  —•,■■•■,  par  — » 
^  *  (■/-/     tlx     dy     dz  ^        dv. 

dt,      dt^     dt,  -    ,  1  .      ,         • 

-— »  -r-ï  -ri"-i  dans  tous  les  teinies  précèdes  du  siirnc 

dx     dy     dz  ^  ■ 

/dt^     dt,     dt.     dt:  -,  ,    ,. 

,  et  par  -;-•>  —,■>  -7-'  -7-'  •  •  •  '  dans  les  termes  précèdes 
^       d/.     d.r     dy     dz  ^ 

du  signe  /    ;   on   (cra   ensuite   pour  les   autres   variables 

5, .  •  . ,  z,  )  ,  X,  ce  que  l'on  a  fait  pour  /,  cl  l'on  arriver;! 
à  la  valeur  définitive  de  la  dérivée  cherchée. 
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9.  La  déiuonslralioii  rigoureuse  de  la  formule  géue- 
rale  (4)  esl  d'ailleurs  très-facile;  il  suffira,  comme  c'est 
la  marche  ordinaire  en  pareil  cas,  de  prouver  que  si' elle 
est  vraie  pour  n  —  i  variables,  elle  l'est  encore  pour  n 
variables.  Admettons,  en  effet,  qu'elle  est  vraie  pour  les 
variables  x,  y",  2, .  .  . ,  5;  l'ensemble  des  termes  affectés 
des  substitutions  relatives  à  ces  variables  sera 


rfV       d\ 
dv.         dx 


dx       r/V  p/r"]        dY  r  dzl,  dYVds'A 

d y.         dy    \  d y.  J  (fz    L r;^  /  j  ds    \_d y.  J 

les  dérivées  totales     ;Tr  p     ;r-    '  ■  •  ■  •     7-     devant  être 

prises  comme  si  chacune  des  variables  v.,  x^y^  z^.  .  .,  s 
était  fonction  de  toutes  celles  qui  la  précèdent.  Si  pour 
introduire  une  nouvelle  variable  t,  nous  remplaçons  V  par 


V,  il  faudra  en 

même 

temps  remplacer 

d\ 
d^ 

par 

"'-  idV        dV  dt  \ 

[tû  ^  Tt  71^.  i 

d\ 
dx 

par 

'--  idY        dV  dt\ 
\dx         dt  dx  . 

dV 

par 

''^  fdW        dV  dt\ 

^  \dy  ^'jrdj') 

~d^      '^'^'       l,     \'d7~^  Tidl)' 

l'ensemble  des  termes  affectés  des  sigues  de  substitution, 
auxquels  s'est  joint  le  signe  relatif  à  t,  se  sera  accru  du 
nouveau  terme 


d\  \dt         dt  dx        dt 
dt    [dy.         dx  d  y.        dy 


dy 


dt  r  d.<;  n 
Thld;.} 


et  deviendra  précisément  la  dérivée  totale  de  V  par  rap 
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port  à  /t.  prise  comme  si  chacune  des  variables  x,  r,  y, 
z,...,  s,  t  était  fonction  de  toutes  celles  qui  la  pré- 
cèdent. Donc  si  la  formule  est  vraie  pour  n  —  i  variables, 
elle  le  sera  encore  pour  îi.  Or  elle  est  démontrée  directe- 
ment dans  le  cas  de  trois  variables^  donc  elle  subsistera 
quel  que  soit  le  nombre  des  variables  affectées  de  substi- 
tutions. 

10.  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  des  expressions 
définies  (jui  renferment  un  ou  plusieurs  si£;nes  de  substi- 
tution double 


il-  r-  f r 


s  applique  de  même  et  sans  aucun  changement  aux  ex- 
pressions dans  lesquelles  tous  ces  signes  ou  quelques-uns 
d'entre  eux  sont  remplacés  par  des  signes  simples.  On 
aura  ainsi,  par  exemple, 

la  dérivée  symbolique    — —     étant  formée  d'après  la  même 

loi  de  dépendance  rétrograde  entre  les  variables.  Cette  for- 
mule, à  laquelle  on  paiviendrail  diiectemcnt  par  des 
raisonnements  analogues  à  ceux  qui  nous  ont  conduit  à 
l'équation  (4),  est  d'ailleurs  assez  évidente  en  elle-même 
pour  qu'on  puisse  l'écrire  immédiatement;  car  le  seul 
fait  des  substitutions  successives  de  ?i ,  jj , .  .  . ,  ^, ,  y^ ,  Xi 
établit  entre  les  variables  principales  x^y,  z,.  .  . ,  t,  con- 
tenues dans  la  fonction  V,  une  dépendance  telle  que  cha- 
cune est  essentiellement  fonction  de  toutes  celles  qui  la 
précèdent  et  de  x.  Va  idenle  quand  il  s'agit  de  substitutions 
simples,  cette  formule  ne  le  sera  pas  moins  dans  le  cas  de 
substitutions  doubles,  puisqu'une  expression  définie  à 
substitutions  doubles  est,  comme  on  l'a  vu.  la  somme  ou  la 
IV.  ■?. 
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ditlërence  d'expressions  définies  à  substitutions  simples, 
et  que  la  dérivée  de  la  somme  ou  de  la  différence  est  égale 
à  la  somme  ou  à  la  différence  des  dérivées. 

1 1 .  Deuxième  cas. — Intégrales  définies.  —  Pour  trou- 
ver la  dérivée  de  l'intégrale  définie  simple 


-I 


Ydx, 


dans  laquelle  la  fonction  \  ainsi  que  les  limites  Xi  et  x^ 
dépendent  du  paramètre  x,  donnons  à  ce  paramètre  un 
accroissement  A ;t,  et  désignons  respectivement  par  A\  , 
A.r,  ,  A.r? ,  les  accroissements  correspondants  de  \  , 
.T,  .  .\\  .  L'accroissement  de  l'intégrale  sera  évidemment 

I  (V-4-  AV)r7.r—    /      'Vr/.c 

X,  -+-  â  x,  »/r, 

Or,  si  les  fonctions  V  et  AV  croissent  par  degrés  insen- 
sibles et  ne  deviennent  pas  infinies  entre  les  limites  x^ 
jjt  x^  -f-  Axi ,  le  dernier  terme  est  égal  au  produit  de 
la  dillerence  entre  les  limites  ou  Aj^i  par  une  valeur 
moyenne  de  la  fonction  \  -h  A\  entre  ces  mêmes  limites. 

Désignons  par  /     V  H- e,  cette  valeur  moyenne,  ci  étant 

nécessairement  une  quantité  qui  disparaît  avec  Az,  il  en 
résulte 

I  (V-hAV)./.r=  A^,  f  c, -f-   /    V  |. 

On  aura  de  même,  en  admettant  que  V  et  AV  croissent 
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par  degrés  insensibles  el  ne  deviennent  pas  infinies  entre 
les  limites  x^  et  x^  -+-  û  Xj, 

î»  étant  une  nouvelle  quantité  qui  s'évanouit  avec  Az.  On 
peut  donc  écrire 


AS 


=     l        A  Vrfx  H-  Ar,  /    .-,  4-  /       V  j  —  Ax,  (    £,  +  /     V  V 


En  divisant  par  A/.  les  deux  membres  de  cette  équation, 
el  passant  à  la  limite,  on  trouve 


rii 

~d/. 


'x  /  dy.  dv.    /  r/v.    / 

ou  simplement 

en  faisant  usage  de  la  notation  symbolique  adoptée. 
Considérons  maintenant  l'intégrale  double 


V  ^(r  ^■'■, 


et  cherchons  sa  dérivée  par  rapport  à  x.,  en  supposant  (|ue 
lafonctionV  ainsi  que  les  limites  Xj,  Xj,  y^^y^  dépendent 
de  ce  paramètre.  Si,  dans  la  formule  (5)  relative  à  lin- 

tégrale  simple,  on  remplace  \   par    l       ^  dy.  on  trouve 


-j  1 
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Celte  même  formule  (5)  donne  d'ailleurs 


En  introduisant  cette  valeur  et  faisant  passer  sous  le  signe 
intégral  relatif  à  j  le  facteur  —  »  qui  se  trouve  dans  le  se- 
cond terme,  ce  qui  est  permis  puisque  ce  facteur  symboli- 
que,  représentant  — -^  ou  —r^i  est  indépendant  de  la  va- 
riable^, on  arrive  à  la  formule 


(6) 


d;=  d^.'y'^-^     \  ""i;.'-- 


Pour  obtenir  la  dérivée  par  rapport  à  x  de  l'intégrale 
triple 

S=    I  I  I       ydzdYd.r, 


r  r  f 


on  remplacera  dans  la  formule  (6)  relative  à  l'intégrale 
double 

V  pai-       I      ^  dz 

et 

d\  C^"  ^V   ,  /-'%,  dz 

—  pai         i        —  dz  -i-  I     Y  —  : 

dy.  '  /  dy.  /  dy. 


on  fera  passer  sous  le  signe  intégral  relatif  à  z  les  fadeurs 
d.r.        dr 
dy.         a  y. 


symboliques  -7-  et  —,  indépendants  de  cette  variable,  et 
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on  trouvera 


Ix 


t/j-,      i/y^     oz^  «-'l'i     «^.X,      «Si 


12.   La  loi   de  la  formation  des  ternies  successifs  est 
déjà  assez  nettement  indiquée  pour  qu'on  puisse  écrire 


la  formule  générale  suivante 


/        d 
d 


;8) 


rr  f"  ■  r 

«^■r,     «-•jr,     t^«,  '/, 


r/ïrtj  d.i 


dt...  dzdydx 


dx 


(It .  .  ,  f/sr/x 


■fTT---/''^^"'-  •""^" 


Pour  démontrer  rigoureusemeni  cette  formule,  il  suf- 
firait de  montrer  que  si  elle  est  vraie  pour  ii  —  i  variables 
.r,  y,  r, .  .  .  ,  5,  elle  l'est  encore  pour  n  variables  j?,  j^ 
z,.  .  .,  ^,  /.  ce  fju'on  pourrait  faire  en  suivant  la  même 
marche  que  dans  le  cas  des  expressions  définies  par  sub- 
stitution. 
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Interprétée  en  langage  ordinaire,  cette  formule  fournil 
la  règle  suivante  : 

Pour  obtenir  la  dérivée  d'une  intégrale  multiple  quel- 
conque relative  à  un  paramètre  v.  qui  entre  non-seule- 
ment dans  la  fonction  V,  mais  aussi  dans  les  limites  des 
intégrations^  il  faut:  i'^  prendre  eri  dedans  des  signes 
d'intégration  la  dérivée  de  la  fonction  \ par  rapport  à  x; 
2°  ajouter  au  premier  terme  ainsi  obtenu  un  nombre  de 
termes  égal  à  celui  des  variables,  et  dont  chacun  se  dé- 
duit de  l'intégrale  proposée  en  changeant  tour  à  tour  le 
signe  d^intégration  relatif  à  chaque  variable  en  signe 
de  substitution  double  correspondant  et  remplaçant  en 
même  temps  la  différentielle  de  la  variable  par  sa  déri- 
vée relative  au  paramètre  dont  il  s'agit. 

13.  Troisième  cas. —  Expressions  définies  mixtes, — 
Pour  simplifier  le  langage,  nous  distinguerons  les  va- 
riables principales  qui  entrent  dans  une  expression  déli- 
nie  mixte,  en  deux  catégories:  nous  appellerons  variables 
de  substitution  celles  qui  sont  l'objet  de  substitutions  ou 
par  rapport  auxquelles  on  substitue,  eX.  variables  d^ inté- 
gration celles  par  rapport  auxquelles  on  intègre. 

On  trouvera  dans  tous  les  cas  la  dérivée  d'une  expres- 
sion définie  mixte,  en  appliquant  convenablement  et  tour 
à  tour  les  formules  (4)  et  (8).  Prenons,  par. exemple, 
pour  point  de  départ  la  formule  relative  aux  intégrales 
simples 

—     i       YrU  1=  dx  -+-1     V  —  ; 

il  y.     /  ]         dy.  /  dv. 

leinplaçoiis  V  par  /    V,  et  par  conséquent 
f'  id\       d\  dr\ 

^'''   /   \i7;.-^itft:)' 


d\ 
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el  faisons  passer  sous  le  signe  de  substitution  relatif  à  y  le 
facteur  —--•,  ce  qui  est  permis,  puisque  ce  facteur  est  in- 
dépendant de  la  variable  jj^^  il  viendra 


i 


Si  dans    cotte   nouvelle  équation  on   remplace  ^   par 
\dz,  et  par  conséquent 


—  par     j       — dz+l    V — , 

«'2,  'S, 

d\       r^'-d\  ,     V\,dz 

..  .      f.  dx        dy  1  . 

et  qu  on  fasse  passer  fes  facteurs  —  et -y-  sous  les  signes 

de  substitution  ou  d'intégration  relatifs  à  la  nouvelle  va- 
riable z ^  qui  n'entre  point  dans  ces  facteurs,  on  trouvera 
de  même  : 

Jx^     /r,    /=, 

l'iir  ini  |iio(  (■(!<•  toul  à  faii  idcnli(|ue  on  établiiait  ^uc- 
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tessivejueiit  ies  formules  suivantes  : 


dv.         dx    dy. 


[I. 


V 


dj         df  dx 
d  y.         d.i;  dy 


Ix,    Jy,      L 


Vdy 

-en 

'X.      'Y.      'Z. 


•  U\       dV  dx       dV  /  dz       dz  dx 

{ih.'^d^  7n.^'7h\d^,.'^~d^7n^^'^-^ 

V  (^  ^  '11.  f^^  . 
\dY.        dxdy.j 


44.  11  est  aisé  de  voir  qu'une  suite  d'opérations  sem- 
blables, convenablement  choisies  et  exécutées,  conduirait 
à  la  dérivée  d'une  expression  définie  quelconcjue.  Partant 
d'abord  d'une  expression  qui  ne  renferme  qu'une  va- 
riable principale,  on  passerait  successivement  au  cas 
de  deux,  trois  variables,  etc.,  en  mettant  toujours  à  la 
place  de  la  fonction  V  une  nouvelle  expression  définie. 
Or,  si  l'on  applique  cette  marche  à  un  nombre  suffisant 
d'exemples,  et  cpi'on  examine  attentivement  les  valeurs 
finales  des  dérivées  obtenues,  on  ne  tarde  pas  à  entrevoir 
la  loi  de  formation  des  termes  dont  elles  se  composent,  et 
à  découvrir  la  règle  générale  de  dérivation,  qu'on  peut 
énoncer  comme  il  suit  : 

Règle  générale.  —  Pour  obtenir  la  dérivée  relative 
à  x  d'une  expmssion  définie,  résultant  d'un  nombre 
quelconque  de  substitutions  ou  d'intégrations  à  opérer 
sur  une  fonction  V,  il  faut  :  i^  prendre  en  dedans  des 
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signes  de  substitution  tit  d'iiiiégration  la  dérivée  totale 
de  la  fonction  \  par  rapport  à  v.\  2"  ajouter  au  premier 
ternie  ainsi  obtenu  un  nombre  de  termes  égal  à  celui  des 
intégrations  ^  et  dont  chacun  se  déduit  de  l'expression 
définie  donnée,  en  changeant  tour  à  tour  le  signe  d'in- 
tégration relatif  à  une  variable  en  signe  de  substitution 
double  correspondant,  et  remplaçant  en  même  temps  la 
différentielle  de  cette  variable  par  sa  dérivée  totale  rela- 
tive à  y..  Quant  à  la  dérivée  totale  soit  de  \,,  soit  de 
x.y^  ^,...,  que  doit  renfermer  un  terme  quelconque^ 
elle  sera  formée,  comme  si  chacune  des  variables  de 
substitution  qui  entrent  dans  ce  terme,  était  fonction  de 
toutes  celles  qui  la  précèdent,  et  de  x. 

lo.  U  n'est  pas  difficile  de  prouver  que  si  celle  règle 
est  vraie  pour  n  —  i  variables,  elle  le  sera  encore  pour  n 
variables.  Admettons,  en  effet,  qu'elle  est  vraie  pour  une 
expression  définie  renfermant  les  variables  principales 
r,  )■,  2,.  .  .,  s,  et  examinons  d'abord  ce  qui  arrive,    si 

l'on  remplace  V  par/  V  dans  la  dérivée  de  cette  expres- 
sion.  Le  signe  /    prend  place  dans  tous  les  termes  à  la 

suite  des  autres  signes  de  substitution  et  d'intégration,  et 
tous  ces  termes  conservent  leur  forme,  à  l'exception  du  pre- 
mier, lequel  d'api  es  la  règle  générale  devait  renfermer  la 
dérivée  totale  de  \  relative  à  z,  formée  comme  si  chacune 
des  variables  de  substitution  était  fonction  de  toutes  celles 
qui  la  précèdent  et  de  x,,  et  qui,  actuellement,  renferme  la 

dérivée  totale  de  /    \  prise  dans  la  même  hypothèse.  Mais 

si  l'on  développe  celte  nouvelle  dérivée  totale,  on  retrou- 
vera encore,  sous  le  signe  de  subslitiilion  relatif  a  /,  la 
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dérivée  totale  de  V,  prise  cette  fois,  ainsi  que  cela  doit 
être,  sous  la  condition  que  la  relation  de  dépendance 
rétrograde  entre  les  variables  de  substitution  s'étend  à  la 
variable  t.  La  dérivée  de  la  nouvelle  expression  définie  à 
n  variables,  du  moins  lorsque  la  tV^^'""  variable  est  allectée 
d'un  signe  de  substitution,  rentre  donc  tout  à  fait  dans  la 
règle  générale. 

Il  en  sera  de  même,  si  cette  nouvelle  variable  est  affec- 
tée d'intégration.   En   effet,    si   nous   remplaçons  V  par 


^ dt  dans  la  dérivée  de  l'expression  définie  à  //  —  i 


variables,  le  signe  |      s'introduit  dans  chaque  terme  à  la 

suite  des  autres  signes  de  substitution  et  d'intégration,  et 
tous  les  termes  conservent  leur  forme,  à  l'exception  du  pre- 

mier,  dans  lequel  la  dérivée  totale  de  |  N dt  doit  rem- 
placer celle  de  V.  Mais,  en  effectuant  les  calculs,  on  re- 
connaîtra que  ce  premier  terme  se  partage  en  deux  autres, 
renfermant  l'un  la  dérivée  totale  de  V  affectée  du  signe 

Intégral  |     ,  l'autre  le  produit  de  V  par  la  dérivée  totale 

J  i^ 

de  f,  affecté  du  signe  de  substitution/    ;  et   ce  résultat 

est  parfaitement  conforme  à  la  règle  générale.  Il  est  donc 
bien  prouvé  que,  vraie  pour  n  —  i  variables,  cette  règle 
l'est  encore  pour  n  variables;  or  elle  est  vraie  évidem- 
ment dans  le  cas  d'une  seule  variable;  donc  elle  le  sera 
quel  que  soit  le  nombre  des  variables. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  l'expression  à  diffé- 
rentier  ne  contenait  que  des  signes  de  substitution  double  ; 
maison  pourrait  évidemment  les  remplacer  tous,  ou  en 
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partie,  par  des  signes  de  substitution  simple,  sans  avoir 
rien  à  changer  à  la  série  des  raisonnements  qui  précèdent. 
La  règle  établie  conduira  donc  également  à  la  dérivée  des 
fonctions  définies  renfermant  des  substitutions  simples. 
16.  Il  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer  en  peu  de  mois 
comment  on  peut  arriver  plus  directement  à  la  règle  gé- 
nérale que  nous  venons  d'établir.  S  il  s'agit  de  différen- 
tier  une  expression  définie  mixte,  ne  renfermant  que  des 
substitutions  simples,  on  pourra  lui  donner  d  abord  la 
forme  d'une  intégrale  définie  (n°  6),  et  appliquer  ensuite 
la  règle  de  la  diflerentiation  des  intégrales,  ou  la  for- 
mule (8).  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  quil  s'agisse 
de  dilîérentier  l'expression 

D'après  le  n*^  6,  il  est  permis  de  supprimer  les  signes 
de  substitution  et  d'écrire  simplement 

S=   r   ■  I    \dtdy, 

pourvu  qu'on  ait  t'ait  préalablement  .r  =  x,  et  r  =  3, 
dans  celles  des  fonctions  V,  «,,  ?2,  /i ,  /*,  où  entrent 
les  variables  x  et  z.  On  aura  donc,  toujours  en  admeliani 
cette  même  hypothèse,  en  vertu  de  la  formide  (8), 

'H::m""<im" 


a'M 


Ut, 


d\ 
777 


lu  vil  (|U('.  tiaiis  la  fornialioii  îles  dérivées  totales 

Il  liciine  compledes  subsiilulions  soiis-en 


<lt 

7ly 


dj 
,1/ 
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tendues.  Or,  puisque  les  va  ri  ableso' et  z.  devenues  x,  et  z,, 
entrent  dans  la  fonction  \  et  dans  les  limites  ti,  t^,  repré- 
sentées toutes  deux  par  la  lettre  t  dans  la  dérivée  symbo- 
lique 1;^  '  et  que  la  première  des  deux  variables  entre 
seule  dans  les  limites^i  et  j^s,  représentées  toutes  deux 
par  la  lettre  j^  dans  la  dérivée  symbolique  —  U  les  va- 
leurs eiiectives  de  ces  trois  dérivées  seront  : 


[^l_r'  r'\d\       dV  dx 

[d(l__i''  r'\dt  <r/r  dx 

[d^.j ~l   I    )d^.'^  diTF/.' 

\_dKJ~l      \dy.   "^  dx  dy.)' 


d^  (dz  dz  dx 

dz  \d y.  dx  dy 

dt  /  dz  dz  dx 

dz  \d  ■/.  dx  d  y. 


Si  l'on  introduit  ces  valeurs  dans  la  dérivée  -y-  et  qu'on 

a  y. 

rétablisse  les  signes  de  substitution,  on  obtiendra  défini- 
tivement 


d  V  dx      d  V  /  dz 
dx  dy    '     dz  [dy. 

dz  d.r 
dx  dy. 

)\^dtd)- 

dt  dx       dt  /  dz 
dx  d  y.        dz  \d  y 

dz  dx\\ 
dx  dv.  j  \ 

1 
dj 

dy  dx\ 

Comme  les  expressions  définies  qui  renferment  des  sub- 
stitutions doubles  j  se  partagent  en  plusieurs  expressions 
ne  renfermant  que  des  substitutions  simples,  et  dont  cha- 
cune donne  une  dérivée  exactement  de  même  forme,  sauf 
les  limites  différentes  accolées  aux  signes  de  substitution, 
la  formule  précédente  subsisterait  encore  si  l'on  changeait 
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les  subsliliitions  simples  /     ,  /    ,  eu  substiliitions  doubles 


simples  1     ■>  j     : 


•  X.       Iz. 


Pour  peu  qu'on  réfléchisse  à  la  marche  suivie  dans  cet 
exemple,  on  est  bientôt  convaincu  c[u'elle  conduira  à 
la  dérivée  d'une  expression  définie  quelconque,  renfer- 
mant avec  les  intégrations  soit  des  substitutions  simples, 
soit  des  substitutions  doubles  5  qu'il  suffira  pour  cela  de 
prendre  la  dérivée  de  l'expression  définie,  comme  si 
c'était  une  intégrale  définie,  en  négligeant  les  signes  de 
substitution,  pourvu  que  dans  la  formation  des  dérivées 
soit  de  V,  soit  de  ï,  ^, .  .  . ,  on  tienne  compte  des  substitu- 
tions sous-entendues,  en  ce  sens  qu'on  traite  chacune  des 
variables  auxquelles  se  rapportent  ces  substitutions, 
comme  une  fonction  de  toutes  celles  qui  la  précèdent  et 
de  5c;  dans  le  résultat  ainsi  obtenu  on  rétablira  ensuite 
les  signes  de  substitution  à  leur  place  primitive. 

On  reconnaît  sans  peine  que  cette  marche  à  suivre  est 
précisément  celle  qui  résulte  de  la  règle  générale  déjà 
formulée. 

17.  Nous  allons  montrer  par  quelques  exemples  com- 
bien son  application  est  facile.  Veut-on,  par  exemple, 
la  dérivée  par  rapport  à  y.  de  l'expression 


i:n 


S=/       I         /     Vdzt^r, 

on  prendra  d'abord  la  dérivée  totale  de  V,  en  conservant 
les  signes  f  ff;  on  ajoutera  à  ce  premier  terme  deux 
autres  termes  que  Ion  déduira  de  l'expiession  proposée 
en  remplaçant  tour  à  tour  (  haque  différemielle  r/z,  dy  par 
la  dérivée  totale  de  z  ou  dey  relative  à  /.,  el  changeant  en 
même  tenqis   lintégration    i-elative  à  s  ou  y  en  suhstiin- 
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tiou  double  correspoiuiante.  On  aura  donc 


dv. 


Commr  dans  la  formation  des  dérivées  totales,  entourées 
des  accolades  [  ],  il  faut  toujours  regarder  chacune  des 
variables  de  substitution  comme  une  fonction  de  toutes 
celles  qui  la  précèdent  et  de  /.,  les  valeurs  de  ces  dérivées 
seront  : 

dY  d.T 

dx  dv, 
dz  1  dz 

~dy. 


r^v"!  _  dM 

\_dy.    \         dv. 

m- 


dz  dx 
d-x        dx  dv. 


\ly_ 
dv. 


dv 


dy  dx 
dx  dv 


On  arrive  ainsi  au  résultat  suivant,  qu'on  aurait  pu  dé 
duire  immédiatement  de  la  règle  générale  : 


Ydzdy 


—     dzd) 


A  la  vérité  ce  n'est  là  (ju  une  formule  abrégée  et  svni- 
bolique  5  mais  il  suffit  de  décomposer  les  substitutions 
doubles  en  substitutions  simples   rorrespondanles,  el  de 


d  V  dx 
dx  d. 


dz  dx  \ 
d.r.  dv  I 


hih 


Izih 
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remplacer  les  dérivées  symboliques  des  variables  J",  r,  s, 
par  les  dérivées  réelles  des  limites  x^,  .r,,  7^,,  y^,  z,,  Zç,^ 
qu'elles  représentent,  pour  arriver  à  la  valeur  définitive 
de  la  dérivée  cherchée  : 


-j  X  I  "U-^s?;?^)''-' 


—  1  fi\ 

dx  dy. 


dz^  d.i  , 
d.r    dy. 


•f>    /-^i      r^'.      I  rlx'.         dy^  dx-i  \ 

I  dz 

d.T  dy.   I 


f/y,  d.r.,  , 

:  d:. 
Ix  dy. 


32  CALCUL    DES    VARIATIONS 

Considérons  encore  l'expression  définie 


S=/      /       I      Ydz, 


affectée  à  la  fois  de  signes  de  substitution  simple  et 
double;  sa  dérivée  relative  à  x  aura  pour  valeur  symbo- 
lique 


ch. 


/■^,  /r.    r^'.l,iY       dN  dx      dV/dr       dj d.r\\ 
I      I     J       \dT.~^~d^d^.'^d^\d~7^'^d^d^.)] 

m 


^1   I  I  v,±^±^^'!i(±^±'If\ 

I      I  ^dy.         dx  d/.        dy  \d-/.        dxdv.j 

Le  premier  terme  renferme  la  dérivée  totale  de  V  prise 
en  regardant  chacune  des  trois  variables  x,  x ,,  j  comme 
fonction  de  celles  qui  la  précèdent,  tandis  que  pour  la 
dérivée  totale  de  z,  contenue  dans  le  second  terme,  cette 
dépendance  rétrograde  s'étend  aux  quatre  variables 
x ,  X ,  y  ^  z. 

Cette  équation  symbolique  deviendra  une  équation 
réelle  lorsque,  après  avoir  décomposé  les  substitutions 
doubles  en  substitutions  simples,  on  aura  remplacé  les 
dérivées  symboliques  des  variables  x ,  j^  z  par  les  déri- 
vées réelles  qu'elles  représentent,  ainsi  que  nous  l'avons 
fait  dans  le  premier  exemple. 

Ces  deux  exemples  suffisent  à  éclairer  Tapplicalion 
de  la  règle  générale  du  n°  14,  et  à  montrer  combien  les 
formules  se  simplifient  par  l'emploi  des  notations  ad- 
mises. 

18.  Intégrations  par  parties  des  expressions  défi- 
nies. —  Il  arrive  souvent  qu'une  expression  définie  ren  - 
ferme  en  facteur  sous  les  signes  de  substitution  et  d'inté- 
gration la  dérivée  w  d'une  foiiction  inconnue  prise  par 
rapport  à  Tune  des  variables  d'intégration,  et  qu'il  faille 
la  transformer  de  telle  sorte  que  cette  même  fonction  ne 
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soit  plus  dilléreiiliée  (juc  par  i apport  aux  variables  de 
substitution.  Afin  de  mieux  expliquer  (dominent  on  doit 
s'y  prendre  pour  eiïectuer  cette  transformation,  considé 
rons  l'expression  définie  mixte 


.CUM 


ciz  clx , 
dx 

renfermant  la  dérivée  de  w  relative  à  la  variable  d  in- 
tégration X.  Si  l'on  ditïérentie  par  rapport  à  x,  considérée 
comme  paramètre  variable,  l'expression 


dz 


c  est-à-dire  ce  qui  dans  1  expression  donnée  est  affecté  d  in- 
tégration relative  à  .r,  mais  où  w  prend  la  place  de  -r-i  on 
aura,  en  vertu  delà  règle  générale  du  ii"  14, 


f,r"-=r.r  m -!;/:-[£] 


Les  dérivées  totales,  entourées  d'accolades,  devant  être 
formées,  la  première  comme  si  des  deux  variables  x ,  j,  la 
seconde  comme  si  des  trois  variables  x,  y,  z^  chacune 
était  fonction  de  celle  ou  de  toutes  celles  qui  la  précèdent, 
auront  pour  valeurs  effectives 


dx    J  dx 


w        d.l^oidy        .    dM        d Px.  ^/.Rwrfr 

- -h —— -;i- =  R —  +  -- co +  -—_-£ , 

aj     dx  dx         dx  a  y     dx 

tdz  I         dz  dz  dy 

dx  \         ilx         dy  dx 

Si  1  OU   introduit  ces  valeurs  dans   réqualion  précé- 
dente, et  qu'on  intègre  ensuite  les  deux  membres  entre 
les  limites  .Ti  et  x.,  après  les  avoir  multipliés  pai  dx\  on 
IV.  S 
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obtiendra 

/      /        /       RohIz=  /         1       R  -T-dzd.r 

'  .      j      I.  \dx        dy  dxj 


-1- 
(H  en  iransposanl 


r    '  I  '  °  I   '         I  dz         dz   d} 

Cette  nouvelle  équation  réalise  la  transformation  cher- 
chée, puisque  son  premier  membre  est  précisément  l'ex- 
pression donnée,  et  que  dans  le  terme  du  second  membre 
où  entre  encore  la  dérivée  de  w,  cette  dérivée  est  prise  par 
rapport  à  y,  qui  dans  ce  terme  est  une  variable  de  sub- 
stitution. 

Prenons  pour  second  exemple  l'expression 

En  ditrérentiant   par  rapport  à  y  l'ialégrale   l       hoidc., 


nous  aurons 


d     I     ■  /     V      do>         dK     \  ,  h-         dz 

dy  X,  J-,  V   "^r      '^r    J       /,,      ''y 

Multipliant  par  ily\  intégrant  entre  les  limites  7^,  et  7 .3, 
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et  transposant,  il  vient 


-  r  i 


— -  f.j  (Iza  Y , 


et  ce  sera  la  transformation  cherchée,   quand  on    aura 
introduit  dans  les  deux  membres  le  signe  de  substitu- 


tion 


/:■ 


19.  Cette  même  marche  qui  conduit  au  but  dans  tous 
les  cas,  se  traduit  dans  la  règle  suivante  : 

Lorqu  une  expression  définie  conlient  en  facteur  la 
dérivée  d'une  fonction  co  relative  à  une  variable  d'in- 
tégration X,  pour  la  ramener  à  une  forme  oii  les  dérivées 
de  0)  soient  toutes  relatives  à  des  variables  de  substitu- 
tion, 1°  différentiez  par  rapport  à  x  f  expression  entière 
soumise  à  V intégration  relaù^e  à  cette  "variable,  après 

y  avoir  remplace  -—par'ù\  2"  intégrez  le  résultat  par 

rapport  à  x  entre  les  limites  x^  et.  x^.  IS équation  à 
laquelle  vous  parviendrez  ainsi,  donnera,  par  une  simple 
transposition  des  ternies,  la  transformât io n  cherchée. 

En  effet,  la  difTérentiation  relative  à  x,  premier 
temps  de  l'opération,  donne  une  équation  dans  laquelle 
tous  les  termes  contiennent,  sous  les  signes  f  et  /, 
0)  en  facteur,  à  l'exception  du  premier  terme  du  second 
membre,  qui  r(!nferme  la  dérivée  totale  relative  à  x  d'un 
certain  produit  Roj;  or  celte  dérivée  iotale  développée 

se  composera  d  un  premier  terme  K  —  et  a  une  série  de 

termes  ne  renlérniant  plus  que  des  dérivées  de  '/)  relatives 
aux  variables  d»;  substitution,  fi  int(''irialion  relative  à  x 
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entre  les  limites  Xi  et  x^,  second  temps  de  l'opération, 
ramènera  le  terme  en  R  —  à  l'expression  définie  don- 
née, en  laissant  dans  tous  les  autres  termes  des  dérivées 
uniquement  relatives  aux  variables  de  substitution^  donc 
une  simple  transposition  des  termes  donnera  définitive- 
ment la  transformation  cherchée. 

20.  Comme  application  particulière,  mais  très-impor- 
tante de  cette  règle,  proposons-nous  de  transformer  l'in- 
tégrale multiple 

;--'.      /V,      /•-^.  ^^3 

de  telle  sorte  que  la  fonction  w  n'y  soit  plus  diflerentiée 
par  rapport  à  une  variable  d'intégration.  La  dérivée  rela- 
tive à  a:  de  l'expression  ff.  .  .Rw.  .  .rizdy,  est  en  vertu 
de  la  formule  (8),  p.  21. 


d 
dx 


a, 
-n: 


R  w  .  .  .  dzdj 


^  doi        c/R 
R  -—  -f-  -r-  w     .  •  •  dzdj 
dx         (la: 


Ra^-  •  '  dz 


dx 

dz 


^b- 


Intégrant  les  deux  membres  par  rapport  à  x  entre  les 
limites  Xi  et  X2,  après  les  avoir  multipliés  par  dx,  et 
transposant,  on  obtient  la  formule  de  transformation  gé- 


19)  '      '      '-  ^-^ 
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néraledcs  inléi>iale.s  multiples  : 

»/-r,     t'^i     «-'-I 
—    1        /         I       .  .      R  o>  —  •  •  .  r/zr/.^ 

Ces  iranstormalions  sont  ce  qu  ou  pounail  appeler 
i intégration  par  parties  des  expressions  définies,  en  rai- 
son de  l'analogie  qu'elles  ont  avec  le  procédé  connu  sous 
ce  nom  dans  la  théorie  des  intégrales  simples,  procédé 
qui  n'est  au  fond  qu'un  cas  très-parlirulier  de?  transfor- 
mations dont  il  vient  d'être  question. 

21.  Nous  croyons  utile,  en  terminant  cette  leçon,  de 
réunir  dans  un  même  tableau  les  formules  de  réduction, 
au  moyen  de  l'intégration  par  parties,  de  toutes  les  ex- 
pressions définies  qui  renferment  au  plus  trois  variables 
principales.  Pour  simplifier,  nous  dégageons  de  leurs  li- 
mites les  signes  d'intégration  et  de  substitution  toujours 
doubles;  mais  chacun  les  rétablira  sans  peine,  en  se  rap- 
pelant que  les  limites  qui  doivent  affecter  un  quelconque 
de  t:es  signes  sont  celles  de  la  variable  cfui  lui  correspond 
dans  Tordre  des  letti'cs,  cest-à-dire  de  la  première  va- 
riable pour  !<•  [>remier  signe,  de  la  seconde  variable  ]iour 
le  second,  etc. 
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(a).   Expression  définie  relatii^e  à  la  variable  x  : 

r^  dM   ,         /^  CdK 

R d.r—    R(^ —       — -wr/.r. 

/        f/x  I  '    dx 

(b).  Expressions  définies  relatives  aux  variables  x,y: 

Cl     d^^    ^  Il  riildR      dRdy\  ^do^dyï  ^ 

(c).   Expressions  définies  relatives  aux  variables  x, 

7,  z  : 


dK      dRdy      dR  fdz       dz  dy\\       , 

1 --\ 1 \\(,ul.>- 

dx        dy  dx       dz   \dx      dy  dx  j  \ 

\d(,>dj-        d(ji/dz        dzdj\f 
(  dj  dx        dz  \dx        dy  dx  J  \ 

dy  , 
R  w  -^  dx 
dx 


-m 

\R-^dzdydx  —  \   j    j  Ro^dzdj—  I  I   f  ^' 


dy 
i  w  -|-  dzdx 
dx 


fff 


dyd.7 


— —  udzdydx 
dx 
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(d).   Expression  définie  relative  à  la  variable  y  : 
(e).  Expressions  définies  relatives  aux  variables  7,  z: 

(f).   Expression  définie  relative  à  la  variable  z  : 
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TROISIÈME  LEÇON. 

Déliiiition  de  la  variation  d'une  fonction. — Variation  d'une  fonction 
composée.  —  Variation  d'une  intégrale  multiple.  —  Transformation  de 
la  variation  d'une  intégrale  multiple.  — Formule  de  i\I.  Ostrogradsky. 
—  Variation  d'iine-expression  définie  quelconque. 


22.  Dans  le  calcul  des  variations,  on  considère  cer- 
taines fondions  inconnues  comme  variables  de  forme,  de 
sorte  qu'elles  puissent  passer  successivement  d'une  valeur 
à  une  autre,  sans  que  les  variables  x,  y^  z^.  .  .  dont  elles 
dépendent,  changent  elles-mêmes  de  valeur.  Il  faut 
d'ailleurs  que  ce  passage  d'une  forme  à  une  autre,  qu'on 
pourrait  appeler  déformation ,  se  fasse  d'vnie  manière 
continue,  et  qu'on  puisse,  en  parlant  d'une  fonction  don- 
née, arriver  à  une  autre  fonction  quelconque. 

Pour  réaliser  d'une  manière  nette  et  précise  un  sem- 
blable changement  de  forme ,  le  mieux  est  d'introduire 
une  nouvelle  variable  indépendante  /. ,  que  nous  appe- 
lons paramètre,  afin  de  la  distinguer  des  variables 
X,  y,  Zy  .  . ,  qui  conservent  le  nom  de  'variables  princi- 
pales. On  regarde  alors  la  fonction  proposée  u  qui  doit 
changer  de  forme,  comme  une  valeur  particulière  d'une 
fonction  plus  générale  U,  laquelle,  en  plus  des  variables 
principales  .r,  j^,  2, . . . ,  renferme  le  paramètre  indéter- 
miné ■/. ,  de  sorte  qu'elle  se  réduise  à  u  pour  une  certaine 
valeur  x.o  de  x  ,  et  qu'elle  puisse  en  outre  représenter  une 
infinité  d'autres  fonctions  de  x^  y,  z, . . .  ,  suivant  les  diffé- 
rentes valeurs  qu'on  attribue  successivement  au  pai^amè- 
tre  z.  Considérée  dans  toute  sa  généralité,  cette  fonction 
peut  donc  être  dilïérentiée  par  rapport  à  x  ;  et  les  valeurs 
que  prcnnciït;  lorsqu'on  y  fait  /.  =  Xo,  les  dérivées  par- 
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ti  elles 

^U        (PU        d'V 
dr.  dvP  dy? 

servent  à  caractériser  le  changement  continu  de  forme  de 
la  fonction  u\  nous  les  appellerons  'variations  tie  u  du 
premier,  du  second,  du  troisième  ordre,  et.c.^  ou  sim- 
plement première,  seconde,  troisième j  etc.^  variation 
de  M,  et  nous  les  désignerons  respectivement  par 

§u,      8'^u,      S^ u, .  .  . . 

Ainsi  J«,  ou  la  variation  du  premier  ordre  de  la  fonction 
u,  est  précisément  la  valeur  que  prend  pour  x  -•=  Xq  la 

dérivée  partielle-^-  ;  de  même  la  variation  du  second  ordre 

'■  dy. 

•\0  1  1  1  1  1    '      •        r        ''^"U 

ù~u  est  la  valeur  de  la  dérivée  — —  pour  x  =  Xq,  et  ainsi 

des  autres.  Ces  variations  doivent  être  regardées  comme 
de  nouvelles  fonctions,  entièrement  arbitraires,  des  va- 
riables a:,  j^,  z, . .  .,  toutes  les  fois  que  le  changement  de 
forme  delà  fonction  u  n  est  assujetti,  par  la  nature  du 
problème,  à  aucune  restriction  particulière.  En  effet,  on 
peut  toujours  assigner  à  U  une  forme  telle,  que  ses  dé- 
rivées partielles  relatives  à  x,  jusqu'à  un  ordre  quelcon- 
que «,  prennent  pour  x  =  Xq  telles  valeurs  qu'on  voudra. 
Il  suffit  pour  cela  de  définir  U  par  l'équation  suivante  : 

U  =  «  H j ?(.^,  v,  z,...)H ^-:;;— %(-^-i7,  Zv..}  +  --- 

/ ..       ..  \/i 

[  ^  (-f,  .>  5  S,  •  .  .  )  +  F  (■/,  X,  y,  2, .  .  .  )  ] , 


I  .2.3 


dans  laquelle  F(x,  .r,  j',  z,  .  . .)  est  choisie  de  manière 
à  s'évanouir  pour  x  =  Xo,  et  cp,  j(,. .  .,(|^  sont  des  fonctions 
(juclconques.  A^ous  admettons  toutefois  que  ces  dernières 
loiulions,  et  par  suite  les  variations  de  u  des  différents 
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ordres,  restent  finies  et  continues  entre  les  limites  des 
variables  que  Ton  considère. 

23.  La  fonction  u  venant  à  changer  de  forme,  ses  dé- 
rivées prises  par  rapport  aux  variables  ^,  j),  z,..  .  de- 
viennent de  nouvelles  fonctions,  susceptibles  à  leur  tour 
de  changer  de  formes,  et  qu'on  peut  identifier  avec  les 
valeurs  particulières  que  prennent  pour  y.  =  Xq  les  déri- 
vées correspondantes  de  la  fonction  plus  générale  U.  On 
trouvera  donc  la  variation  d'une  dérivée  quelconque  de 
u,  en  différentiant  par  rapport  à  k  la  dérivée  correspon- 
dante de  U,  et  faisant  ensuite  ■/.  =  Xq.  Or,  comme  toutes 
les  variables  z  ,  x,  j^  z,...  sont  indépendantes  entre 
elles,  le  rang  dans  lequel  on  effectue  les  différentiations 
successives  reste  arbitraire  -,  il  en  résulte  qu'on  peut 
intervertir  à  volonté  l'oindre  des  opérations  indiquées 
par  les  caractéristiques  ^  et  J,  de  sorte  qu  on  a,,  par 
exemple , 

du        clou         ^  du       dSu  ^    d'' u         d'Sa 

dx         dx  dy         dy  d.rdr       dxdy 

et ,  en  général , 

^+î+r+...„                flp+g+r+ .  .  .  §n  ,f 
S"  = 

dxP  dyJ  dz" .  .  .         dxP  dr'^  dz' .  .  . 

24.  Considérons  maintenant  une  fonction  composée  A 
qui  renferme,  d'une  manière  connue,  plusieurs  fonctions 
»,  p»,  IV,...',  avec  leurs  dérivées  successives,  et  conce- 
vons que  ces  dernières  fonctions  contiennent  toutes  un 
même  paramètre  arbitraire  /. ,  de  manière  qu'elles  chan- 
gent de  forme  lorsque  ce  paramètre  change  de  valeur. 
Cela  posé,  \  contiendra  implicitement  ce  même  para- 
mètre K,  ou  sera  fonction  de  x,  et  Ion  trouvera  sa  varia- 
tion en  prenant  sa  dérivée  pailielle  par  rapport  à  /.  . 
d'après  la  règle  ordinaire  de  la  différenliatiou  des 
fondions  composées  et  faisant  ensuite  ■/.  =  Zo,  ce  qui  re- 
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Vient  a  remplacer  les  dérivées  ^~i  -—•,•■■   par  les  varia- 

^  cl  y.      av.  - 

lions  du,  è\^ ,  ....  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  V 
contienne  seulement  deux  variables  principales  a:,  j^,  et 
deux  fonctions  m  ,  (^  de  ces  variables  avec  leurs  dérivées 
successives;  désignons  respectivement  par  L,  M,  N,  P,  Q, 
R,  S,  T, .  .  . ,  N',  F,  Q',  R',  S',  T',  les  dérivées  partielles 

j  ,     .  ,  du     du    d'à      d- u      d^  a  dv 

de  V  relatives  a  x,  y-,  "i  -7-'  -r-'  -7-7'  ~, — r'  ~r~r'  •  •  •  ■  -r' 
rtx     dj     dx'     dxdj     dy-  dx 

dv     d'^v      d'^v      d'v  '     .,  t/v  •   11 

-->  -— -? 5  — —  î  •  •  •  1  de  manière  que  sa  difierenlielle 

dy    dx^    dxdy    dy"^ 

totale  soit 


d\—\.dx  +  Wdy 

du  du  ,d- u  cl^u        ^    cl'u 

^du  +  P./  —  +  Qf/—  -K  Rf/— --+-  S^/— —  +  T^-— +  ... 
rtj;  rt>  dœ^  dxdj  dy 

.     dv  dv  d'u  ,  ,  d^v  /Pv 

N V/.  -i-  P'd  —  +  Q'd-  +  R'r/—  +  SV/— -  +  TV/—  +  . .  . 
<-/jr  (7r  dx'  dxdy  dy' 


la  variation  de  V  du  premier  ordre  sera  évidemment 


„  du  ^  du  ^d'u  ^   (J^u        r^  ^d'u 

N<Î«H-P^  — 4-Q6"  — -t-R^— --i-S<î— — +  T^-— +  ... 
dx  dy  dx'  dxdy  dy- 

dv  ^dv  ,^d'U>  ,^    d' V  ,^d^v 

dx  dy  dx'  dxdy  (h 

OU  bien  ,  en  transposant  les  signes  d  cl  ô , 

SY—- 

dàu  dSu  d-Su        ^  d'^rhi        ^<^/-(?m 

dx  dy  dx'  dxdy  dy 

,drh'  ,drJv  fP8v       ^,  d'Sv       „„d'3v 

-,.^'a^.  !-[>'      +Q'    _^  R'       +s'— — -T-T  -— -F... 

dx  dy  dx  dxdy  d-) 
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En  preuanl  les  dérivées  successives,  ou  liomcrail  sans 
difficulté  les  variations  des  ordres  supérieurs;  il  esl  doiu 
inutile  de  s'y  arrêter. 

25.   Considérons  encore  l'intégrale  définie 

dans  laquelle  les  limites  de  chacune  des  variables 
,r, j-,  z,...  sont  des  fonctions  des  variables  qui  la  pré- 
cèdent, dans  laquelle,  en  outre,  ces  limites,  ainsi  que  les 
fonctions  inconnues  m,  t^,  w,...,  renfermées  dans  Tex- 
pression  V,  se  déforment  avec  les  valeurs  du  paramètre  z, 
en  donnant  naissance  aux  variations 

ô-r, ,     0J7;,     Sj\,     S  fi,     SZf,     §Z2,...,     Su,     Su,     Sa',.... 

L'intégi^ale  proposée  étant  elle-même  fonction  de  ce  pa- 
ramètre, pour  obtenir  sa  variation,  ou  dérivée  par  rap- 
port à  z,  il  suffira  de  remplacer  dans  la  formule  (8), 
p.  21,  les  dérivées  relatives  à  y,  par  des  variations  cor- 
respondantes. Pour  abréger,  et  par  une  convention  ana- 
logue à  celle  du  n°  7,  nous  ferons  usage,  en  les  faisant 
précéder  d'un  signe  de  substitution,  des  symboles 

S.v,      Sy,      Sz,.  .  .,      St, 

qui  en  eux-mêmes  ne  signifient  rien,  puisque  les  varia- 
bles principales  x,  r,  z,.  . ,,  Z  sont  indépendantes  de  v., 
pour  désigner  les  variations  des  limites  inférieures  ou 
supérieures  des  variables  de  même  nom;  en  d'autres  ter- 
mes, ûx^  (3y,  d z  ,  .  .  . ,  sont  des  fonctions  quelconques,  la 
première  de  .r,  la  seconde  de  x,  y,  la  troisième  de 
.r,  >'',  z,  etc.,  assujetties  à  la  seule  condition  que  leurs 
valeurs  limites  coïncident  avec  les  variations  des  limites 
des  variables  principales.  Celle  convention  ou  définition 
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admise,  on  aura 

/     d.v^zzox,^     j     Sx  =  6x2,     j     SY  =  SYi,     I     or  :=:Sy\_,.  .., 

et  aussi,  par  exemple, 

/       I       RSx.dy=j       I       Krhx;,.dr  —  j       l       Rox^.dy, 

en  faisant  remarquer  que  la  signification  d'une  variation 
symbolique  dx,  comme  celle  d'une  dérivée  symbolique 

—  5  est  suffisamment  déterminée  par  le  signe  de  substitu- 

tien  qui  précède,  alors  même  qu'il  en  serait  séparé  par 
d'autres  signes  de  substitution  ou  d'intégration,  ou  par 
un  facteur  quelconque. 

Cela  posé,  la  variation  d'une  intégrale  multiple  sera 
donnée  par  la  formule 

0    j  I  I       •     •    I      V.dt...dzdrdx 

tJ.v.     t,r,     t^r,  1/ 1 , 

dt .  .  .  dzdrdr 


U.  .  .dzdrd.r 


Jx,     Jy\      Jz^  It, 

frr  f" 


y .dt.  .  .  dzdx 


]x.dt..  .dzdr. 
^0.   Celle  (onmilc  se  simplifie  considéraMcnu'iil  dans 
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certains  cas  que  l'on  rencontre  très-souvent  dans  les  ap- 
plications. Supposons  d'abord  que  les  valeurs  )  j  et  }  ,  de  y 
correspondantes  aux  valeurs  limites  de  x  deviennent 
égales  entre  elles,  de  sorte  qu'on  ait 

le  dernier  terme  de  la  formule  sera  identiquement  nul 
et  disparaîtra,  parce  que,  dans  le  sens  desj^,  son  champ 
est  nul.  En  effet,  si  l'on  fait,  pour  abréger. 

y,  =j  j. .     ->",  =/  j>> 

ce  terme  prendra  (n°6)  la  forme 

et  les  deux  termes  de  cette  transformée  s'évanouissent 
évidemment,  parce  que  dans  l'hypothèse  de  y\  =j.,, 
y"  =  }  " ,  les  deux  limites  de  la  dernière  intégration  sont 
les  mêmes.  Ce  cas  se  présente  en  particulier  lorsque  l'in- 
tégrale est  limitée  dans  le  sens  des  variables  x,  y  par  une 
courbe  fermée  et  continue.  L'ordonnée  j^  étant,  en  effet, 
nécessairement  tangente  à  la  courbe  dans  les  deux  points 
correspondants  aux  valeurs  extrêmes  de  l'abscisse  x,  les 
deux  limitesyi  et  j^  àej  en  ces  points  sont  identiques  et 
se  confondent. 

De  même,  si  les  valeurs  de  2,  et  z^  deviennent  égales 
entre  elles  pour  j^  =  ri  et  y  =  y. 2 ,  Favant-dernier  terme 


\ 3x^1. fit. .  .dzdr 
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de  la  formule  (  i  )  se  réduira  à  zéro,  parce  que,  en  vertu 


des  égalités 


son  champ  est  nul  dans  le  sens  de  z.  C'est  ce  qui  a  Ii(;u 
lorsque  l'intégrale  est  limitée  dans  l'espace,  ou  suivant 
les  trois  variables  je,  y^  z^  par  une  surface  continue.  Car 
de  même  que  l'ordonnée  y  devient  tangente  à  la  courbe 
limite,  comprise  dans  le  planxj",  aux  points  déterminés 
parles  valeurs  extrêmes  de  .r,  l'ordonnée  z  devient  tan- 
gente à  la  surface  aux  points  qui  correspondent  aux  va- 
leurs limites  dej  j  et  cette  circonstance  fait  disparaître  à 
la  fois  les  deux  derniers  termes  de  la  formule  (  i  ). 

Enfin,  si  cette  condition  d'égalité  ou  do  coïncidence 
des  deux  limites  d'une  variable,  correspondantes  aux  va- 
leurs extrêmes  de  la  variable  qui  précède  immédiate- 
ment, s'étend  à  tomes  les  variables  principales  .Y,  y^ 
z, .  .  . ,  .V,  ï,  c'est-à-dire  si  l'on  a  j^i  =72  pour  x  =  Xi  et 
.r  =  a-2;  Zj  =  z,  pour  j^  =:yi  exj=:y^^  etc.,  et  enfin 
f,  =  ^2  pour  s  =  Si  et  5  =  5, ,  tous  les  termes,  à  l'excep- 
tion des  deux  premiers,  disparaîtront  de  la  formule  (  i  ), 
et  l'on  aura  simplement 

(î  I      '   /  /       •  ••    I       \'  .(lt...dzdy(lx 

Jx^     Jr^      t/r;,  t'/, 

=  /        I         I       •••   /     rJV.flt...(/zd/(ic 

H-   /        j         /        ■j    \'U.  .  .ifîdydx. 

C'est  ce  qui  arrive  en  parliculi(>r  ioisque  l'iniégialc 
multiple  s'élcnd  à  toutes  les  val<Mus  i]v  x^y  z,.  .  .,  /  (]ui 
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vérifient  l'inégalité 

L<o, 

L  étant  une  fonction  algébrique  entière  et  de  degré  pair 
relativement  à  toutes  les  variables.  Dans  ce  cas,  en  effet, 
les  valeurs  extrêmes  des  variables  ou  les  limites  des  inté- 
grations successives  se  déterminent  de  la  manière  sui- 
vante : 

1°  La  première  intégration  relative  à  f  doit  s  étendre 
à  toutes  les  valeurs  de  cette  variable  qui,  pour  un  système 
quelconque  de  valeurs  de  x,  y^  z,.  .  . ,  s,  satisfont  à 
l'inégalité  L  <^  o.  Or  comme  L,  fonction  finie  et  continue 
de  la  variable  f ,  ne  peut  cesser  d'être  plus  petite  que  zéro, 
sans  devenir  égale  à  zéro,  les  valeurs  extrêmes  de  t  doi- 
vent évidemment  vérifier  l'équation  L  =  o,  qui  donnera 
ainsi  les  limites  t^  et  t^  exprimées  en  fonctions  des  va- 
riables X,  y,  z, .  .  . ,  s.  ces  premières  variables  restant 
encore  indéterminées,  et  les  intégrations  suivantes  devant 
s'étendre  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  qu'on  peut  leur 
assigner  sans  que  les  limites  de  ?,  tirées  de  l'équation 
L  =  o,  cessent  d'être  réelles.  Mais  comme  ces  deux  li- 
mites, racines  d  une  même  équation  algébrique,  ne  peu- 
vent évidemment  passer  du  réel  à  l'imaginaire  sans  de- 
venir égales  entre  elles,  il  en  résulte  déjà  qu'on  aura 
f  j  =  t.2  toutes  les  fois  que  l'une  quelconque  des  variables 
précédentes  x,  y,  z,...,  s  atteindra  sa  valeur  limite. 
C'est  au  reste  ce  que  nous  allons  constater  directement 
pour  la  variable  s. 

2°  La  seconde  intégration  relative  à  s  doit  s'étendre  à 
toutes  les  valeurs  de  s  qui,  pour  un  système  quelconque 
de  valeurs  des  variables  précédentes  x,  y,  z, .  .  . ,  vé- 
rifient l'équation  L  =  o  ;  les  valeurs  limites  s-^  et  ^2  seront 
donc  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs  que  la 
variable  s  peut  recevoir  dans  cette  équation,  lorsqu'on  v 
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fait  varier  simultanément  s  et  t.  Pour  trouver  ce  rnini- 
mura  ou  ce  maximum,  il  faut,  comme  on  le  sait,  difllé- 
rentier  l'équation  L  =  o  relativement  aux  variables  s  et  t, 

.      ds  .  ,  r/T. 

et  laire  ensuite  —  =  o,  ce  qui  entraînera  — -  =  o,  équa- 
tion qui,  jointe  à  la  précédente  L  =  o,  déterminera  les 
valeurs  limites  Si  et  5,  en  fonctions  de  x,  j^  s, .  .  , ,  /■, 
pourvu  qu'on  ait  d'abord  éliminé  t  entre  ces  deux  équa- 
tions. Or  la  valeur  de  t  qui  vérifie  à  la  fois  les  deux 
équations 

rfL 

clt 

est  nécessairement  une  racine  double  de  la  première  équa- 
tion L  =  o^  il  en  résulte  que  cette  équation,  (jui  donne 
dans  tous  les  cas  les  limites  de  /,  donne  dans  ce  cas  parti- 
culier ou  lorsque  s  atteint  ses  valeurs  extrêmes  i, ,  j^, 
sous  forme  de  racine  double,  deux  valeurs  égales  /j  =:?2, 
ainsi  que  nous  l'avions  prévu. 

Soit  L'^=  o,  l'équation  résultant  de  l'élimination  de  t 

1  ■         f  ^^L  .  ,   .    .         . 

entre  les  équations  L,  =  o  et  —y-  =  o,  et  qui  doit  fournir 

les  limites  de  s  exprimées  en  fonctions  des  variables  pré- 
cédentes x,y,  z,.  .  .  ,i\  ces  variables  restant  encore  indé- 
terminées et  les  intégrations  suivantes  devant  s'étendre  à 
tous  les  systèmes  de  valeurs  qu'on  peut  leur  assigner  sans 
que  les  limites  de  .v,  tirées  de  l'équation  L'=  o,  cessent 
d'être  réelles.  Comme  s^,  s^  ne  peuvent  pas  passer  du  réel 
à  l'imaginaire  sans  devenir  égales  entre  elles,  on  en  con- 
clura que  .«1  deviendra  égale  à  s.^  chaque  fois  (pie  l'une 
quelconque  des  variables  précédentes  attein<^lra  sa  valeur 
limite.  Cette  conclusion  sera  du  reste  vérifiée  en  tant  qu'il 
s'agit  des  valeurs  extrêmes  de  r  par  les  considérations  sui- 
vantes. 

;i"  Les  limites  /•,  cl  r.,  de  /■,  variable  de  la  tioisième  iii- 

IV.  ; 
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légraiioii,  sont  de  même  la  plus  peliie  et  la  plus  grande 
des  valeurs  de  cette  variable  qui  satisfassent  à  l'équation 
L'=  o,  lorsqu'on  y  fait  varier  simultanément  r  et  s,  les 
variables  précédentes  x,  y,  z..  .  .,  restant  quelconques; 
r,  et  /  ;,  seront  donc  déterminées  par  les  deux  équations 

L  =  o,      -— =0, 

(IS 

ou  par  l'équation  L"  =  o,  que  l'on  obtiendra  en  élimi- 
nant s.  Mais  la  valeur  de  5  qui  vérifie  à  la  fois  les  deux 
équations 

rlV 

L'=o,      —-=0, 
as 

est  nécessairement  une  racine  double  de  la  première 
.ry=o;  donc  les  valeurs  de  Si  et  ^27  qui  correspondent 
aux  valeurs  extrêmes  de  /',  sont  égales  entre  elles. 

En  continuant  de  la  même  manière,  on  verra  que  lés 
deux  limites  d'une  variable  quelconque  se  confondent  ou 
deviennent  égales  entre  elles,  chaque  fois  que  l'une  quel- 
conque des  variables  qui  précèdent,  atteint  sa  valeur  ex- 
trême. 

Dans  tout  ce  qui  précède  nous  avons  admis  implicite- 
ment que  chacune  des  équations  L=3  0,  L'  =  o,  L''^  o,,.,, 
n'avait  (ju'une  couple  de  racines  réelles  /j,  t»,  s^,  5^,  /•,, 

/> S'il  en  était  autrement  et  qu'il  y  eût  pour  5,  par 

exemple,  quatre  racines  réelles  .v,,  .v,,  jj,  ^4,  que  nous  sup- 
poserons rangées  par  ordre  de  grandeur,  on  ferait  l'inté- 
gration relative  à  s  en  deux  temps,  d'abord  de  s^  à  .Vg,  puis 
de  .V3  à  .V4,  c'est-à-dire  qu'on  partagerait  l'intégrale  en 
deux  autres-,  pour  chacune  de  ces  dernières  intégrales  il 
n'y  aurait  plus  que  deux  valeurs  limites  de  s  et  l'on  prou- 
verait que  ces  valeurs  deviennent  égales,  lorsque  la  varia- 
ble précédente  r  atteint  ses  valeurs  extiêmes. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  champ  de  l'intégrale  ne 
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doit  subir  aucune  déformation,  les  limites  des  variables 
ne  devront  plus  contenir  z,  leurs  variations  seront  né- 
cessairement nulles,  et  la  formule  (i)  se  réduira  à  son 
premier  terme 

0    i         1         I      ■  •  ■    i     V   cit.  ..dzdydx 

,-■'•,  p.   r>^-.         n,,^ 

=    1         1  I       •••    I      n\  .dt ..  .dzdydx. 

X.    Jr,    X         J', 

27.  Les  variations  des  intégrales  multiples  doivent 
subir  quelquefois  des  transformations  qu'il  importe  d'in- 
diquer. Lorsque  V  renferme  la  dérivée  d'une  fonction 
inconnue  u,  sa  variation  ô\  renferme,  comme  on  l'a  vu 
(n°24),  la  dérivée  de  la  variation  du  relative  aux  mêmes 
variables;  il  pourra  donc  arriver  que,  dans  le  développe- 
ment de  la  variation  d'une  intégrale,  du  soit  différentiée 
par  rapport  à  une  ou  plusieurs  variables  d'intégration. 
Nous  allons  montrer  comment,  par  une  suite  d'intégra- 
tions par  parties,  on  peut  faire  cesser  cette  anomalie,  et 
arriver  à  des  formules  dont  on  puisse  se  servir  immédia- 
tement dans  les  applications  du  calcul  des  variations. 

Soit 

^/+m-f-n-+-...„ 
û 

d.v'dY"'dz" .  .  . 
une  dérivée  de  u  contenue  dans  l'expression  \  ,  cette  dé- 
rivée amènera  dans  la  variation  de  V  le  terme 

dY  d'+'"+'>+---  Su 
dB  dx^dr^dz" .  .  . 

et  dans  la  variation  de  l'intégrale  multiple   (i),    p,   45, 
le  terme 


C/V    (/'+"•+'•->-■•■  0  1/ 

•  dzdydx, 


n  r-  r 

)         }         J  dQ  dx'dY"'dz". 

»-■',    ^y\    */s,  -^ 

dans  lequel  la  dérivée  de  du  est  prise  par  rapport  ;i  des 

4.       ■ 
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variables    d' intégration.    Pour    le    transformer,    posons 
d'abord 

^-Jq'      ""-  dx'-^dy-dz"...' 
il  deviendra 


rrf 

«/.(■,     i.'r,     Uz, 


^  ^w  ,    ,     , 

•  R-p-  •  ■  •  dzdydx. 
dx 


En  appliquant  le  procédé  d'intégration  par  parties, 
exposé  n°  i9,  on  développera  cette  intégrale  en  une  suite 
de  termes  dans  lesqu^els  les  dérivées  de  w  ne  seront  plus 
prises  par  rapport  à  des  variables  d'intégi^ation.  Lorsque 
dans  ces  termes  on  remettra  pour  w  sa  valeur,  toutes  les 
dérivées  de  du  prises  par  rapport  à  x,  et  qni  devront  su- 
bir une  intégration  relative  à  cette  variable,  seront  au 
plus  de  l'ordre  / —  i ,  tandis  que  les  dérivées  de  du  i^ela- 
tives  à  y,  2, ... ,  sur  lesquelles  porteront  des  intégrations 
relatives  à  ces  mêmes  variables,  seront  au  plus  des  ordres 
m,  /?,....  Une  seconde  transformation  semblable  abais- 
sera à  l'ordre  / —  2  les  dérivées  de  om  prises  et  intégrées 
par  rapport  à  x,  sans  élever  les  ordres  m,  Ji^.  .  . ,  des  dé- 
rivées prises  et  intégrées  relativement  à  }',  z,.  .  .  .  En 
procédant  ainsi  pas  à  pas,  en  faisant  pour  les  autres  varia- 
bles de  dérivation  à  la  fois  et  d'intégration  ce  c[ue  l'on  a 
fait  pour  x,  en  étendant  aux  dérivées  des  autres  varia- 
tions ds-'.  è\\',.  .  .,  les  réductions  que  l'on  a  fait  subir 
aux  dérivées  de  du,  on  arrivera  enfin  k  l'expression  ré- 
duite et  définitive  de  la  variation  de  l'intégrale  proposée. 

28.  Il  suffira  d'un  exemple  pour  montrer  l'application 
de  ces  principes.  Pi'enons  lintégrale  triple 

et  proposons-nous  de  la  transformer  de  manière  que  eu 
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ne  soit  plus  diffère n liée  et  intégrée  par  rapport  à  la  même 
variable.  En  appliquant  les  formules  du  n"  21,  et  effec- 
tuanl  d'abord  la  réduction  relative  à  x,  on  trouve 

v, 


dydz 

nu 

dzdx 


r--  r--  r--    d^rju  ,  , 

-  r  r  Tr^— 

J       I       J~         ^^-^  drdz 

Dans  tous  les  termes,  à  l'exception  du  second,  les  dé- 
rivées de  au  sont  encore  prises  et  intégrées  relativement 
à  y,  mais  une  nouvelle  transformation  donne 

r^-^  l'        dz   dSu     , 

r^'-  C'dKdou ,  , 

^'  1^'  (  fdK        dK  dz  \dz  d'z   l  don 

i —    J-'  U  > dy 

Ir  dz  dy   '  d.r  d.rdy\    dz 


-n  ^ 

/       I  dx  ( 


Iz  d-^u 
dy     dz^ 
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Jj,     Jz,     '/■^■«r'/s  /^     J^       r/.r     dz 

Ç^'-ï^'dKdz  don 

X,  /'.  '^■''  '^-^  "'^ 

—   i         f azd); 

j         J      d.rdy   dz  '     • 

substituant  ces  valeurs  et  appliquant  de  nouveau  l'inté- 
gration par  parties  aux  termes  qui  contiennent  encore 
des  dérivées  de  au  prises  et  intégrées  relativement  à  z, 
on  trouve  définitivement 


i.'.«-,     Jy       Jz, 


dzdydx 


xdydz 


^:r^'■-^/:x^•■* 
-Ci:'f(S'""ïî)* 

—  I      /     /       — -'Îm-hR^ : H  R  -; 

X  i,  i   v'--''^^        ^^'  ^'-  ^y 


J;.^/.r- 


/dRdz        dKdz        dR  dz  dz  d-z\dSu 

\dx-  dy        dy  dx         dz   d.v  dy  dxdy  j    dz 

dz  dz  d-Siil    ,    , 

H-  R  ■— -—  [  drd.T 

dxdy    dz'       "^ 


—  I  —^,Ui.dzd,d 

1,  i,  X  '^■'■<>-^= 
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On  ne  devra  pas  oublier  que  les  dérivées 
fi  y        clz         dz  d'z 


dx        dx        dy        dxdy 

sont  des  notaiions  purement  symboliques  qui  leprésen- 
tent,  soit 

dy^         dz\         dzi  d''Zt 


soit 


dx         d.T        dy        dxdy 

dy,        dz,         dz,  d'-z-. 


dx        dx         dy         dxdy 

selon  le  signe  de  substitution  qui  les  atïecle. 

29.  La  variation  d'une  intégrale  mullipk",  (i)  p.  45, 
prend  une  forme  plus  simple,  lorsqu'on  fait  usage  de  cer- 
taines fonctions  arbitraires  Dx,  D}  ,  Ds,.  .  .,  Dz,  que 
nous  définissons  de  la  manière  suivante:  Dx  est  une 
fonction  de  x  qui  se  réduit  à  èx^  pour  x  =  X\,  et  à  Jx, 
pour  X  =  Xfl",  ^j  est  une  fonction  de  x,  y,  qui  devient 

cIy  -^  (l  y  ■> 

âji  -f-  y-  Dx  pour  j-^ji^  et  àj\-\ — —-  Dx  pour  j-=j2; 

Dz  est  de  même  une  fonction  de  x,  )  ,  z,  qui  poui-  zci^z, 

se  réduit  à  dz^-i — p-  Dx  H ^  Dr,    et  pour  z  =  Zo  à 

d.r  dy 

âzo  H — 7^'  Dx  H — -^-  Dr:  et  ainsi  de  suite.  A  ces  r(\siiic- 

dx  dy       ' 

lions  près,  les  fonctions  D.r,  D^)',  Dz,.  .  .,  sont  entière- 
ment arbitraires  (*).  De  la  définition  même  de  ces  fonc- 


(*  )  Ces  mêmes  tbiicliniis  se  présentent  à  un  antre  point  de  vue  comme 
<les  l'n/'irtti'o/ii  de  .c,^  ,  ;  ;  c'est  pourquoi  nous  les  avons  dosi(;nées  par  la 
lettre  D. 
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lions  il  résulte 


^'-r-t-- 


X D^ 

(lY 


Introduites  dans  la  formule  (i)  (n°  2o),  ces  valeurs  lui 
font  prendre  la  forme  suivante 


0   /         I         /      .  .  .V.  .  .  dzdrclx 

,'♦''">       -».'>,      ,-»s, 

=    /  I  I       .  .  .oV.  .  .  ^/:r/K/.r 

«^.r,     t/r,     t^'s, 

/•^î     /'-'';     ,'»^. 

H-/       /         /      .  .  .VDar.  ..rfc^r 


t/o-,     t/r,     /^ 


r,    'z, 


^l''=-|;''^-|:''^l  •■•''■"'' 


dans  laquelle  -;^.  -^,  -^?--'  sont  des  dérivées  symbo- 

liques  ayant  la  même  signification  qu'auparavant.  Cela 
posé,  pour  parvenir  à  la  formule  plus  simple  ;i  laquelle 
nous  avons  fait  allusion,  il  ne  reste  plus  qu'à  faire  dispa- 
raître les  sif^ncs  de  substitution  ou  à  les  remplacer  par  des 
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j 

sigues  d'iiitégraliou,  ensuivanl  la  marche  que  nous  allons 
indiquer.  On  a  d'abord  généralement 


^l,  par  conséquent, 


=1"' 

Mais 


~  j         j       ...VD.r.  .    J:d)=  I      '   I 


on  aura  donc,  en  substituant. 


.  .  .  V  D  J" .  .  .  <h(t) 


-+- 


m: 


yllO.r.       ^h</.r 
(Le 


dzdy 


r-  r-         dr 

HJ.  ■■'"■t.   ■" 


.  .VD.r  —  ...  dy 

dx  ■' 
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ol,  par  suile, 

'il         i         i       .  .  .  V  .  .  .  dz,/frU- 

-rrr- 


Lu  signe  de  substitution  relatif  axa  disparu-,  pour  faire 
disparaître  de  même  le  signe  de  substitution  relatif  à  j^ 
multiplions  les  deux  membres  de  l'équation 


dx 


V  D/  .  .    dzdx 


r/(VDr) 

_^ 1 —  .  .  .  dz 

dr 


dz 


\iAv  dydx  f  et  intégrons  par  rapport  à  j^  et  x,  entre  les 
limites  yi,^^^,  et  Xi,  x^-^  il  viendra 

/      /       I      •  •  •  VDjr  •  •    dzdx 


.  .  dzd)  d.r 
dr 


en 

en 


'     ^    /  -^  î  '  -  dz  ,     , 

V  —  Dr  .  .  . dydx 
dr 


Otle  valeur  substituée  dans  la  variation  de  rinlégrale  hn 
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(ail  pn*ndre  la  forme 

0    1  I  I        .  .  .  V  .  .  .  dzdydx 

-tri: 


.  .  .VDz.  .  .dydx 


qui  ne  renferme  plus  de  substitutioti  relative  à  y.  Une 
troisième  transformation  tout  à  fait  semblable  fera  dispa- 
raître de  même  le  signe  de  substitution  relatif  à  ^;  et  en 
procédant  ainsi  on  obtiendra  définitivement 

I     '    /     '    /     ' .  .  .  V . . .  dzdrdx  = 

x^      %Jy\       t/^i 

ç':  çi,  ç":     -         ,;(vD.t)      ,/(VDri     ''(VDîl        \      ,  ,   , 

.1,  i-,  i,  ••■r^''V^"""V^"^^^^"^-i- ■'"'■"'■'■ 

formule  trouvée  d'abord  par  M.  Ostrogradsky  (*). 
Quoicpie  elle  présente  sous  une  forme  très-simple  et  très- 
symétrique  la  variation  complète  d'une  intégrale  mul- 
tiple, cette  formule  a  l'inconvénient  de  renfermer  les 
dérivées  de  plusieurs  variations  prises  par  rapport  aux 
variables  d'intégration.  Avant  de  l'appliquer,  il  faudrait 
donc  faiie  cesser  cet  inconvénient  à  l'aide  de  l'intégra- 


(  *)  Dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  Paris,  1860,  t.  L, 
|).  85,  M.  I.indclœf:»  donné  de  cette  mémo  formule  une  démonstration  directe 
et  très-simple,  fondée  sur  un  changement  de  variulilcs  indépendantes, 
mais  qui  par  cela  même  ne  «Hinvient  qu'au  cas  particulier  où  le  champ 
de  l'intégrale  est  limité  d'une  manière  conlinuc  dans  le  sens  de  toutes  les 
variables. 
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tion  par  parties  (n°  18);  or  si  l'on  commençait  par  ré- 
duire les  dérivées  de  ... ,  Dz,  Dj,  Dx,  ce  serait  précisé- 
ment suivre  une  marche  inverse  de  celle  qui  vient  de 
conduire  à  la  formule  (2),  et  revenir  à  l'équation  (i) 
d'où  l'on  est  parti.  Celle-ci,  par  conséquent,  est  plus  di- 
rectement applicable,  et  c'est  la  seule  dont  nous  ferons 
usage  désormais. 

30.  La  variation  d'une  expression  définie  quelconque 
S  s'obtient  exactement  de  la  même  manière  que  celle 
d'une  intégrale  définie.  Appliquant  la  règle  du  n°  14,  ou 
prendra  d'abord  la  dérivée  de  S  par  rapport  à  z, ,  en  sup- 
posant ce  paramètre  contenu  dans  toutes  les  fonctions  va- 
riables de  forme,  et  on  donnera  au  paramètre  x  la  valeur 
particulière  x^,  ce  qui  revient  à  remplacer  les  dérivées 
relatives  à  v,  par  des  variations  correspondantes.  On  aura, 
par  exemple,  en  comprenant  toujours  les  valeurs  limites 
des  variables  parmi  les  fonctions  qui  changent  de  forme 
avec  x-, 


J    /         /    \dx  =    j        j 


CI  V  +  -—  0  y  1  dx 


Vo.r, 


,1  rr  f\dzdx=  r''^r  r'^in^+^^n-V/^.^/^- 

l.x\    ly,     t   ', 
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Quand  on  aura  décomposé  les  signes  de  substitution 
double  en  signes  de  substitution  simple  ,  on  donnera  aux 
variations  symboliques  dx^  dj^  àz  leurs  significations 
réelles  Jxi,  ciyi,  cJ^i,  ou  Jjc,,  ^y^-,  c^^a,  conformément  aux 
conventions  admises.  La  seconde  formule,  par  exemple, 
ainsi  développée  devient 


'£["-£[. 


sy.dx 


+  /  '  /     V(îx,  —  /      /     Vox,. 

Nous"  n'avons  pas  besoin  d'ajouter  que  la  variation 
d'une  expression  définie  quelconque  se  prêtera  à  toutes 
les  réductions  que  nous  avons  fait  subir  aux  variations 
des  intégrales  définies,  et  que  ces  réductions  s'efïectueront 
dans  tous  les  cas  suivant  la  règle  déjà  formulée  (n°  27). 

31.  On  trouvera  de  même  les  variations  seconde,  troi- 
sième, etc.,  d'une  intégrale  ou  plus  généralement  d'une 
expression  définie  quelconque,  en  la  diflerentiant  plu- 
sieurs fois  de  suite  par  rapport  au  paramètre  z,  comme 
on  Ta  indiqué  dans  la  deuxième  leçon,  et  Ton  amènera 
les  variations  obtenues  à  la  forme  qu'exige  leur  applica- 
tion immédiate,  parle  procédé  sullisaniment  expliqué  de 
l'intégration  par  parties. 

Mais  il  est  temps  de  montrer  par  quelques  exemples, 
choisis  parmi  ceux  qui  se  présentent  le  plus  souvent, 
comment  on  procédera  dans  chaque  cas  particulier  à 
l'application  des  principes  généraux  que  nous  aNons 
posés  et  des  règles  (fue  nous  avons  énoncées. 
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QUATRIÈME   LEÇON. 

\  aruilion  d'une  intégrale  simple,  double,  triple.  —  Conditions  d'intcgra- 
bilité  des  expressions  difTcrentielles  à  une,  deux,  trois  variables  in- 
dépendantes. 


3i2.  Problème  I. —  Trouver  la  variation  de  V intégrale 
déjinie  simple 

S=    I       Vdr 

dans  laquelle 

\:=fi.T,   J)-,     v',     r",...j(")), 

y  étant  une  fonction  de  x  à  forme  variable,  et  y',y"^...^ 
ses  dérivées  successives . 

En  vertu  de  la  formule  (i),  p.  /p,  on  a  d'abord 

rîS  =r     /         rJWfîx  ~hl     \§.T. 


Désignons  par  P.  P, ,  P, ,  .  .  . ,  P„  les  dérivées  partielles 
de  \  relatives  à  j  . y,j", .  .  . ,  j^''\  en  sorte  que 

n       ^^^'       T.        ^^V        ^        f/V  r/V 

P=-^'     P|  =  -r-,'      P^  =  -r-„^--^     P.— 


t/y  cly'  '        dy"  "~  cM'O' 

nous  aurons  (ii"  21  ) 

d\=VSr  +  P,  -~L  ^  p.,  _^  +  .  .  .  _|.  p„  -^  , 
<i.r  (h:  clx'.' 
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cl  par  suite,  en  substituant, 

expression  qu'il  s'agit  de  transformer  de  telle  sorte  que 
les  dérivées  de  ôy  ne  soient  plus  affectées  d'intégration. 
En  appliquant  le  procédé  de  l'intégration  par  parties 
(n«^  19,  27),  on  trouve  : 
Par  une  seule  réduction 

par  deux  réductions  successives 

etc;  et  enfin  par  n  réductions  successives 

J,  (Ir..  I       \        dx"-'  dx    d.c^-- 

H .  .  .ZiZ "S^ 

r/.r-'     d.r"-^  '      d.i:'—'     " 


I .        d.r" 


§■)  .  d.T. 


Si  l'on  substitue  ces  valeursctque  l'on  fasse,  pour  abréger, 

(P)  :.  P_ '£:  +  ^ „"_!£;  ^ ^   , ^,     , /iïi', 

<lx  dx^  r/.t  ■  '     dx'' 

(P,^P,_lf:  +  'i!Z:_...^(_,,.-.:înEî. 
^      '  dx  dx'  ^  d.r"-' 

(■/.»•  dx"~- 
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la  vaiialion  tic  l'intégrale  deviendra 


il 


'vSx,. 


Il  importe  de  remarquer  que  celte  variation  se  compose 
de  trois  parties  essentiellement  distinctes  les  unes  des 
autres,  à  savoir  :  i°  l'intégrale 


■p)Sr.<Jx 


dont  la  valeur  dépend  de  la  forme  attribuée  à  la  variation 
ây^  2"  l'expression 


i:\- 


,.,„+„.,Ç*    .,„.,£!£. 


qui  ne  dépend  pas  de  cette  forme  en  général^  mais  seule- 
ment des  valeurs  que  ây  et  ses  dérivées  successives  jus- 
((u'à  l'ordre  /;  —  i,  inclusivement,  prennent  aux  limites 
de  l'intégrale,  c'csl-à  dire  pour  x  =:  a?!  et  ar  =  X2  5  3"  les 
deux  termes 


/     VrJ.r,  —  /    y  Sx,, 


qui  dépendent  de  la  seule  variation  des  limites. 

33.  Entre  les  valeurs  limites  des  variations  et  les  va- 
riations des  valeurs  limites  de  j-^,  j',  y'\.  .  ..  il  Y  a  cer- 
taines relations  très- simples  qui  permettent  d'exprimer 
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les  unes  au  moyen  des  autres.  Si  l'on  prend,  en  effet,  la 
variation  des  expressions  définies 

/   ;  ,    /  J,    /      ',   /   y,   j    r",  1  y\    -, 
on  trouve  (n°  30) 

^^^      I  A    y=l  \sr'^r"rj.x),    0-       y'=l   ^îZ-^r^^.r), 


En  appelant,  pour  simplifier,  ^,  y?,  rj',  r/'c.  .  .  les  valeurs 
de  .r,  j',  j'',  ;y", .  .  .  qui  correspondent  à  l'une  des  limites 
de  l'intégrale,  ou  à  lune  des  extrémités  de  la  courbe 
plane  dont  x,  y  sont  les  coordonnées,  on  pourra  rempla- 
cer ces  deux  systèmes  d'équations  par  le  syslèrao  unique 

or,  =1  jSj  -f-  >}'  o;, 
or,'  =  joy'  -+-  r," ^c  , 
ori    =^  joy   -+■  n  oç, 


dans   lequel    le   signe  /  indique  la   substitulion    simple 
de  la   limite  de  x  que  l'on  considère.  Il  en   résulte,   en 

transposant    et    ayant    égard   aux    identités    dy'  =  ——■> 

IV.  5 
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âr"=-- 

^/'<î.) 

dj-' 

/      /  Sj    =§n  —  Yi'Sl, 

(3) 

Ces  relations  font  voir  que  dans  le  cas  où  la  valeur  limite 
'^  de  X  est  invariable,  de  sorte  que  ^^'  =  o,  les  valeurs 

limites  correspondantes  de  dy,  — —  -,        ^  ,  •  •  • .  coïncident 

avec  les  variations  des  valeurs  limites  y?,  n',  y/',.  .  . ,  de 
Y,  y,  y" ^.  .  .  .  Donc,  si  ces  dernières  variations  étaient 
nulles  en  même  temps  que  d^,  pour  les  deux  limites 
de   Tintégrale,   c'est-à-dire   si   les   valeurs   extrêmes  do 

.r,  y,  y',  y",.  .  .  ,JK'"~''  ^^^  devaient  point  varier  ou  chan- 

2er  de  lorme,  les  valeurs  limites  de  or,  -—^ :,•■■■, ^ 

'^  -^       dx  dx"~' 

seraient  également  nulles,  et  la  variation  de  l'intégrale  (2) 
se  réduirait  à  son  premier  terme 


tJ  X. 


34.  Si  ^ dx  était  une  différentielle  exacte,  ou,  en 
d'autres  termes,  si  \  contenait  la  variable  x  et  les  fonc- 
tions y,  7  ',  y" ^ .  .  . ,  y''"'^  de  telle  manière  qu'on  pût  ob- 
tenir l'intégrale  y  V<7a:,  indépendamment  de  toute  forme 
particulière  assignée  à  la  fonction}^,  cette  intégrale  serait 
elle-même  une  fonction  déterminée  de  .r,  j  ,  y' ^  j" i----> 
^f"-i).  piise  entre  les  limites  jri,X2,  elle  no  dépendrait  donc 
que  de  ces  mêmes  limites  et  des  valeurs  correspondantes 
dej^,  ■)',  r", .  .  .,  7^"~",  et  elle  resterafif  constaïue  quand 
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même  ou  ferait  varier  arbitrairement  la  forme  de  la  fonc- 
tion r?  pourvu  que  les  valeurs  limites  de  x^y,y,y', .  .  . , 
j '1-1)  restassent  invariables;  sa  variation  serait  donc 
nulle,  quelle  que  fût  la  variation  dj.  Or,  dans  le  cas  où  les 
valeurs  limites  de  x,  y,Y',y,  •  •  •  ■j'"~^-  ne  varient  point, 
on  a  vu  que  la  variation  de  l'intégrale  se  réduit  au  seul 
terme 


i 


{P)Sr.dT; 


ce  terme  devrait  donc  s'évanouir  quel  que  fut  dy,  ce  qui 
évidemment  est  impossible,  à  moins  qu'on  n'ait  identi- 
quement (P)  =:  o.  Réciproquement,  si  cette  condition  est 
remplie,  la  variation  de  l'intégrale  ne  dépendra  que  des 
variations  des  valeurs  limites  de  x,y,y, .  .  .,j^^"~*  5  l'in- 
tégrale définie  sera  donc  elle-même  une  fonction  déter- 
minée de  ces  limites,  c'est-à-dire  que  l'expression  \dx 
pourra  s'intégrer  immédiatement,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion y.  Pour  que  \  rix  soit  une  différentielle  exacte,  il 
faut  donc  et  il  suffit  que  l'équation  (P)  =  o.  ou 

dx  dx-  dx" 

soit  identique,  quelcjiie  forme  qu  on  assigne  à  la  fonc- 
tion )  . 

Le  calcul  des  variations  conduit  ainsi  très-simplement 
à  la  condition  d'intégrabilité  connue  d'une  expression  dif- 
férentielle ^  dx. 

3o.  Dans  toutes  les  applications  du  calcul  des  varia- 
tions aux  intégrales  simples,  c  est  toujours  l'expression 

(P      =P_--^-^...dz--;;^' 
f/x  (IX" 

((ui  joue  le  rôle  ])rin(i)).il  :  il  importe  donc  de  l'étudier  de 
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plus  près,  t^lle  renferme,  ou  général,  les  dérivées  succes- 
sives de  y  jusqu'à  l'ordre  2//^  puisqvie  V  et  ses  déri- 
vées parlielles  P,  Pi,  Po,  •  •  -  ,  P„  sont  des  fonctions  de 
X, /,  j',j'\.  .  .  ,  J^"^-  Dans  un  seul  cas  cependant  elle 
n'atteindra  pas  Tordre  2^2;  c  est  lorsque  V,  étant  li- 
néaire par  rapport  à  r'"^,  prendra  la  forme 

Vz=iAj(">-l-B, 

A  et  B  étant  des  fonctions  de  J^, /,  y\--- 1  J'"~^^ •  Dans  ce 
cas,  en  effet,  la  dérivée  partielle  P„  =  A  ne  contenant  plus 

y'"),  sa  dérivée /i""""'—^'!  et  par  suite  l'expression  (P)  ne 

saurait  plus  contenir  j^'^"^  On  démontre  même  facilement 
qu'alors  Tordre  des  dérivées  de  j^  dans  cette  dernière  ex- 
pression n'excédera  pas  2  n  —  2  ou  que  (P)  ne  renfermera 
pas  la  dérivée  j^""~*^  Cette  dérivée  ne  pourrait,  en  effet, 
figurer  que  dans  les  deux  derniers  termes  de  (P)  ou  dans 
la  différence 

<V"-'P„_,       d"V„ 
djc"-'  dx" 

Or,  si  Ton  différentie  n  —  i  fois  de  suite  par  rapport  à  x 
la  quantité  P„_,,  fonction  explicite  de  x,j^,  j',..- ,  J"^  le 
seul  terme  du  résultat  qui  puisse  contenii-  la  dérivée 
y^''~'^\   sera  évidemment 

de  même,  si  Ton  différentie  n  fois  de  suite  la  quantité  P„, 
fonction  explicite  de  .r,  r,  7',  •  -  •  ,  J-"~'\  le  seul  teinie 

"       y(-'"-') 


dy'"- 

I 

contiendra    }^"~'.   Ainsi    le  coefficient    de   cette  dérivée 
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dans  1  expression  (P)  sera,  au  sign<î  près, 

différence  qui  disparaît  en  vertu  de  l'identité 

c/P„_,  _        d'\         _    d^„ 

dy^"'    ~  dj^"-'>dy("^  ~  dj'"-'' 

Donc,  toutes  les  fois  que  V  est  une  fonction  linéaire  par 
rapport  à  y^"\  Texpression  (P)  est  au  plus  de  l'ordre 
2/i — .  2  relativement  aux  dérivées  de  y.  Cette  disparition 
des  termes  en  y''^"^  et  -^(-"~*^  est  d'ailleurs  évidemment 
une  des  conditions  qui  doivent  être  remplies  pour  que  (P) 
soit  identiquement  nul,  c'est-à-dire  pour  que  \ clx  soit 
une  différentielle  exacte. 

3(5.   Pp.oblkme  II. —  Ti'oiiucr  la  variation  de  rintégralc 

-  n 


8=   /       Vdj:, 


t l'a  lis  laqueUc 

\=f[x.  Y,  y,...,  jc'^,  -..,  z',...,  -j">], 

)  et.  z  étant,  f/as  Jonctions  de  x  à  formes   variables,  el 
j',  -)", .  .  .  ,  s',  z", .  .  .  ,  leurs  dérivées  successives 

Désignons  respectivement  par  P,  P,,  P, ,  .  .  .  ,  P,„,  les 
dérivées  partielles  de  \  iclalives  à  y-,j\  )'", .  .  .  ,  7''"',  et 
par  Q,  Qi ,  Q2,  •  •  •  .  Q,i>  les  dérivées  partielles  de  Y  re- 
latives à  z,  z' .  z" , .  .  .  ,   2'"',  en  sorte  (|ue 


..     ''V 

''^ 

''V 

dV 

'  =  <lr  ' 

'-,(,." 

■"-rf."'- 

'    *""  ~  dji"') 

d\ 

,/v 
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nous  aurons 

,.V=P^,+P,-^+P.-^+.    .  +  P„-^ 
^    dSz        ^  d'Sz  d"^z 

et  par  suite 

dSy  d"'or 


SSz=:    j  Pr;j4-P 


dx  d.i 


+  /     YSx. 

En  intégrant  par  parties  jusqu'à  ce  que  toutes  les  dérivées 
de  ây  et  de  d z  soient  débarrassées  du  signe  d'intégration, 
et  faisant,  pour  abréger, 

(P      =zP -^  +  -^— r^+..+—  I 


dx         dx^-  dx^  i/jc' 


dx  dx-  d.v" 

dV-  d"'-^P,„ 

(P,)=  P.- --+...+  (-Il      ■■ 


dx  dx"'   - 


(Q.)  =  Q.- 


dx  dx'  d.T"~ 
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on  obtient  finalement 


^4) 


r  .     r' 

- 1     Vo.r,  — /     Yox, . 


r/.r      '       ■       '     '^"'    dx"- 


es 


37.  Si  l'on  appelle  ^,  y;,  r/,  r/, ^,  <^',  f , .  .  . ,  1 

valeurs  de  .r,  y,  y ^  j'\  .  .  .  ,  2,  s',  2", .  .  , ,  qui  correspon- 
dent à  lune  des  limites  de  1  intégrale,  ou  à  l'une  des 
extrémités  de  la  courbe  dans  l'espace  dont  x,  j",  z  repré- 
sentent les  coordonnées,  on  trouvera,  comme  dans  le  cas 
précédent,  en  prenant  les  variations  des  expressions 
ITi  If-,  Ij"^  '",  I^:  \z',  \z",  .  .  . ,  et  transposant, 


(5] 


rt.r 


1    Lpor  ,  /  r/-o: 


le  signe  /  indiquant  la  substitution  simple  de  la  limite 
de  X  que  l'on  considère.  On  en  conclura  que  si  les  li- 
mites Xi,  Xa,  ainsi  que  les  valeurs  correspondantes  de 
J,j',  j",'  ■  .,  j'"'~'\  2,2',  z",.  ,  .,  z^"-^'  ne  doivent  point 
varier,  non-seulement  les  variations  âxi,   èx^,  mais  de 

Il  »  I-      •  1       >        '■''^'  d'"-'Sy       , 

i)lus    les   \aleurs  Iiiuiles  de  oy.,  —— — ; -,   ^z, 

d.r.  dx"'~' 
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-j— ■)•••■>  -T-;;!:^'  sont  nulles,  que  par  suite  tous  les  ter- 
mes affectés  de  substitution  disparaissent  et  que  la  varia- 
tion de  l'intésrale  se  réduit  à 


oS 


'- 1      j(P)<Î7-f-(Q)^c|rf^. 


38.  Lorsque  Vr/x  est  une  différentielle  exacte,  de 
sorte  que  l'intégration  puisse  seffectuer  indépendamment 
de  toutes  formes  particulières  atti'ibuées  aux  fonctions 

j",  2,  l'intégrale  définie  I  \  Jx  est  elle-même  une  fonc- 
tion déterminée  des  valeurs  limites  de  x,  y^  y'  ■,•  •  • ,  j^'"'~*\ 
z,  2', .  .  .  ,  2'""^^-  si  en  outre  ces  valeurs  limites  restent 
invariables,  l'intégrale  est  nécessairement  constante  et  sa 
variation  nulle,  quels  que  soient  d'ailleurs  les  change- 
ments de  forme  dej"  et  de  z,  ou  les  variations  ày^  è z\  ç,ç, 
qui  ne  peut  avoir  lieu  évidemment  qu'autant  que  l'on 
ait  identiquement 

(P)  =  o,      (Q)  =  o. 

Telles  sont  donc,  dans  le  cas  actuel,  les  conditions  d'inté- 
grabilité  de  l'expression  différentielle  \</x. 

39.  Problème  III.  —  Soit  z  une  Jonction  dex^  y^  à 
forme   variable,    et  p,   q,  ;•.  ,?,  t  ses  dérwées  partielles 

du  premier  et  du  second  ordre;  soit  de  plus 

\=/<x,    y,    ;,    jj,    </,    r,    s,    t) , 
et  cherchons  la  variation  de  F  intégrale  douhle 


L=  /         /      \dy<lx, 


l(  s  liniilcs  étant  censées  vai  iahles . 
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Désignons  respectivement  par  N,  P,  Q,  R,  S,  T  les 
dérivées  partielles  de  V  relatives  à  z,  p,  q,  f\  s,  t,  en  sorte 
que  l'on  ait 

^V  d\  dV      .  dY       ^        r/V  ,/V 

dz  dp  dg  dr  ds  rtt 

la  variation  de  V  sera  (n"24) 

dSz  dSz  d^3z  d-'lz  d' rh- 

rî  V  =  N  o^z  +  P  — -  4-  Q  -—  -h  R  — —  4-  S  — —  4-  T  — - , 
dx  dy  (l.r-  djcay  (h 

et  celle  de  U  (n°  25) 


'"'=£' [\^'-- 


ddz  dSz 

dx  dy 

d'Sz  dhjz         ,.d-c]z 

dœ"^  dxdy  dy- 


+  1  YSy.dx-]-!      I      V5.r.dy, 

expression  qu'il  s'agit  de  transformer,  en  recourant  à  l'in- 
tégration par  parties,  de  telle  sorte  que  la  variation  dz  ne 
soit  plus  diiïérenliée  par  rapport  aux  variables  d'inté- 
gration (n"27).  Cette  transformation  se  fait  immédiate- 
ment })0ur  les  deux  termes  qui  contiennent  les  dérivées 
de  Jz  du  premier  ordre,  car  on  a 
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Chacun  des  trois  ternies  qui  conliennent  les  dérivées  du 
second  ordre  de  la  variation  d z^  exige,  au  contraire,  deux 
séries  d'opérations.  Pour  celui,  par  exemple,  qui  contient 


(Ix- 


■•)  on  a  d'aboi'd 


^-——■drdx  =  \  R  — 


dx 
dx 


rfR  d§z      ,     , 

dy  dx  ; 

dx    dx 


puis,  en  appliquant  de  nouveau  aux  deux  derniejs  termes 
l'intégration  par  parties, 


r  r\'^^-—-dx-rï\ 


dx 


dx  dx       dy  dx' 


dSz      , 
—-.dx, 
dy 


pp-dRdy 


§z.  dx 
dx 


r  r 


àz  .d}  t/x  , 

.,-       dx'' 
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Cl  par  suite,  en  substituant, 

;        /.         r/.r^    dv 


r/.2-        d)   dx- 


II' 


rîc._R dy 

\dx  dx   '    ^ 

—  o,c . 
dx 


t,  .(■,      «,  1 


On  trouvera  de  même  successivement 

-/'■/■■( 
-iTi" 


dS  ,  dydrlz\ 

dx  d.r   dy    ' 


-a 


S3z, 


Suhslituanl   onlin    aux  divers  lenncs  de  la  vaiialion  âl 
les  valeurs  Iratisl'oi  nici  s  lV)urni<\s  i>ar  les  développements 
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(|ui  piécèdenl,  on  aura  définitivement 


^U: 


X,      Jy-        \  ^■^  f 


IQ      fP-K        fPS 


dj        dx^        dxdy       dy''-  j 


+  ^U.../.v/x 


Jjc      ly    \  d.r  dx-  dx  d.r 


dK  dj-       dS 
dy  dx'        d.r 


d.r' 


dx 


dâz 
~d7 


dR 

'Tïi 


dS 

'dy 


— —     nz.dy 


■il. 
il 

ijy. 

iti-4 

-   I       /    Vrîj.f/j:  4-/       /       \Sx 


dT 
dy 

d.T 


dSz 
777 


"^,. 


.d) 


iO.  Arrêtons-nous  quelques  instants  à  celte  foi'inule 
pour  mieux  discerner  la  nature  et  la  portée  de  ses  diiîerents 
termes.  Si  x,  7,  z  représentent  les  coordonnées  recti- 
lignes  d'un  point  dans  l'espace,  l'équation  j"=j'i  déter- 
minera une  certaine  couibe  AC  {/ig-  i),  située  dans  le  plan 

Fif;.    1. 


♦  ^1  -^y  zz^y^  sera  réqualion  d  une  .seconde  courbe  13D  ;  de 
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même  les  é({uations  x  =  Xi  et  .r  =  x^  représentent  deux 
droites  AB  et  CD  parallèles  à  Taxe  des  y,  et  la  surface 
ABDC  comprise  entre  ces  quatre  lignes  est  précisément 
le  champ  de  l'intégrale  double.  Cela  posé,  pour  obtenir 
inie  expression  de  la  forme 

qui  se  décompose  en 

Z  étant  une  fonction  quelconque  de  x  et  j  ,  il  faut  faire 
tour  à  tour  dans  cette  fonction  j  =yi,  j=  Ta,  et  inté- 
grer Tjcix,  après  la  substitution,  entre  les  limites  Xi  et  .Xo  ; 
ce  qui  revient  de  fait  à  intégrer  Tjdx  le  long  des  deux 
courbes  BD  et  AC  et  à  prendre  la  différence  des  deux 
résultats. 

De  même  pour  calculer  l'expression 


/:/ 


Zdj, 


égale  à 


l\('}''^-l' ']''''''• 


il  faudra  intégrer  Tjdy  le  long  des  deux  droites  CD,  AB 
et  prendre  la  diflerence  des  résultats.  Enfin,  toute  ex- 
pression de  la  forme 

aHMi'-rr'-rr' 

est  la  somme  on  la  diflerence  des  valcnis  de  la  Innclion  Z 


nh  CALCUL    DES    VAllIAT10>S. 

correspondanles  aux  quatre  sommets  A,  B,  C,  D,  du  con- 
tour limite. 

Dès  lors  l'ensemble  des  termes  de  la  variation  cJU  se 
partage  en  trois  groupes  distincts  : 

i"  Une  intégrale  double  qui  dépend  de  la  forme  attri- 
buée à  la  fonction  arbitraire  d  z  ; 

2°  Des  termes  qui  ne  dépendent  plus  de  la  forme  géné- 
rale de  d z,  mais  uniquement  des  valeurs  que  cette  varia- 

1  ,   .     ,  .1,       dSz     dSz  ,     , 

tion  et  ses  denvees  partielles  — ;— '  -7—  prennent  Je  long 

du  contour  limite  ABDC  5 

3^  Des  termes  en  ^Jr,,  âx^,  ^Ji-.  ^J^-,  qui  proviennent 
de  la  déformation  des  limites. 

Dans  les  termes  du  second  groupe  on  pourrait  encore 
remplacer  les  valeurs  limites  des  variations  par  les  va- 
riations des  valeurs  limites,  en  partant  des  relations 
simples  (n"  30) 

dz   ^ 

—  o  .X 
dx 


d-  .    \ 
+  — <Î1 
dy 


■I --[■{-■ 

••/7"=-./"r['"(î*ri)---i"} 

I       dx       I       \  dx 

7    ^    / 


d'z  ,    \ 

ox 

dx' 


dy      '    dy 


doz        d'z 

6j 


On  verrait  alors  immédiatement  que  si  les  liusilcs  l'es 
intégrations  ainsi  que  les  valeurs  de  r:,  p.  ij  correspon- 
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datitcs  à  ces  limites  ne  varient  pas  on  mc  eliangent  pas  de 

forme,   la   variation    oz   et   ses  dérivées ——i  —— seront 

a.r      dj 

nnlles  le  long  du  contour  ABDC,  et  que  par  suite  la  va- 
riation de  l'intégrale  se  réduira  à  son  premier  terme 


Jx,      Jr.      \ 


dP       dq       d'R        f/-'S         ^-^T\  .       ,    , 
'    -—  )  oz.aydx. 


^  dx         dy         dx'        dxdy        dy' 

41.  On  déduit  facilement  de  ce  qui  précède  la  condi- 
tion d'intégrabilité  d'une  expression  diUerentielle  \rlydx 
à  deux  variables  indépendantes.  En  effet,  s'il  était  pos- 
sible d'intégrer  cette  expression  une  première  fois  sans 
donner  à  z  aucune  forme  particulière,  ou  de  réduire 
l'intégrale  définie  double 


-X'i 


Vdydx 

r, 

à  une  intégrale  simple  prise  le  long  du  contour  limite 
ABDC,  U  ne  dépendrait  plus  de  la  forme  générale  do  z, 
mais  seulement  des  valeurs  f[ue  z,  p,  q  prennent  sur  ce 
contour.  Donc,  si  les  limites  de  x,y  et  les  valeurs  corres- 
pondantes de  z,  p^  q  ne  devaient  pas  subir  de  déformation, 
l'intégrale  U  serait  constante  et  sa  variation  nulle,  quel 
que  fût  d'ailleurs  d  z.  Mais  dans  ce  cas  la  vaiiation  de  l'in- 
tégrale se  réduit,  comme  on  l'a  vu,  à  son  premier  terme,  et 
celui-ci  ne  peut  être  nul,  quel  que  soit  ùz,  à  moins  que 
l'on  n'ait  identiquement,  et  pour  tontes  les  formes  de  z, 

dV        dQ        d'K         d^S         d'T 

fl  =  N ^H 1 ! =  o  ; 

dx         dy  dx-         dxdy  dy' 

telle  est  donc  la  contlilion  d'inlégrabilité  cherchée. 

Pour  que  l'équation  Q,  =  o  ait  lieu   (jiielle  (jue  soit  la 
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forme  de  z,  il  est  d'abord  nécessaire  que  les  coefficients 
des  dérivées  de  z  du  quatrième  ordre,  dérivées  cjui  entrent 
évidemment  sous  forme  linéaire  dans  le  seul  trinôme 

d'K        d'S         d'T 


dx'^  dxdf  dy 

disparaissent  séparément.  Or  en  développant  -r^'    ,    .  ;■> 

d'^T 

,  et  n'écrivant  que  les  termes  qui  contiennent  les  déri- 

vées  de  z  du  quatrième  ordre,  on  a 


d'P^ 

d^N  d'z               d'Y     d'z 
dr-    d.r"               drds  dx^dy 

d'Y      d'z 

dx' 

'    drdt  dx'dy' 

d'S 

d'Y      d'z          d'Y      d'z 

d'Y    d'z 

dxdj 

drds  dx^dy    '      ds'  dx'dy'' 

dsdt  dxdy^ 

d'I 

d'Y     d'z           d'Y     d'z 

d'Y  d'z 
"^    dt'   dy' 

dr"- 

drdtdx'dy-    '    dsdt  dxdy^ 

d^z        d'z 
Aioulant  et  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  -7-  5  - — — 
J  ^  dx'     dx^d) 


.  d'z 

d'z        d'z 

on  trouve 

dx'dy' 

dxdy''    dy'  ' 

/  d'Y 
\     dr' 

d'Y 
drds 

d'Y           d'Y 

1    "           — 

ds'            drdt 

[Il 

\ 

d'Y 

d'Y 

\ 

dsdt-""' 

dt'    -^' 

équations  aux  dérivées  partielles  qui  suffisent  pour  déter- 
miner V  en  fonction  de  r,  s,  t.  En  effet,  la  seconde  et  la 

quatrième  exigent  que  la  dérivée  —  ne  dépende  ni  de /', 

ni  de  î,  ou  que  des  trois  quantités  /■,  5,  t,  elle  ne  renfernu; 
plus  que  .v;  par  suite  on  peut  poser 

ds 
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intégrant  et  ajoutant  une  fonction  arbitraire  de  /',  t,  on  a 
donc 

V  =  ^[r,  t)  +  -i^{s). 

La  première  et  la  dernière  des  équations  ([7)  exigent  en 

outre  que  —  soit   indépendant  de  r  et  — —  indépendant 

de  t-^  g;(/',  t)  doit  donc  être  une  fonction  linéaire  tant 
par  rapport  à  r  que  par  rapport  à  t,  c'est-à-dire  qu'on 
aura 

cp  (r,  f)  =  A  r^ -t- Br -h  D^  +  F. 

Enfin  la  troisième  des  équations  (7),  devenue 
•{/"(.v)  +  2A  =  0, 

donne  par  deux  intégrations  successives 

■^  [s]  =  —  A.v2+  2C^  -f-  G; 
d'où  il  résulte  définitivement 

(8)  Y  =  A(rt  —  s')-hJir-h-2Cs-hDt  +  E, 

A,  B,  C,  D,  E  étant  des  fonctions  de  x,j,  z,  p,  q.  Tclli; 
est  la  forme  que  \  doit  avoir  par  rapport  à  r,  5,  /,  pour 
que  l'intégrale  double  LJ  puisse  se  réduire  immédiatement 
à  une  intégrale  simple.  Il  faut  en  outre  que  les  coefficients 
A,  13,  C,  D,E  satisfassent  à  certaines  relations  qu'on  trou- 
verait facilement  par  la  condition  même  que  ^  doit  s'éva- 
nouir ([uelle  que  soit  la  fonction  z  et  ses  dérivées  succes- 
sives 5  mais  nous  croyons  inutile  de  les  développer  ici  (*) . 
Il  nous  suffira  pour  le  moment  de  montrer  que  la  Ibrme  (8) 
fait  disparaître  avec  les  dérivées  de  z  du  quatrième  ordre, 
celles  aussi  du  troisième,  en  sorte  que  JQ  ne  contienne  plus 


(")  Voyez   .1/1    clfincnlaij    Trcalisr    on    ihc   calculas  of  vari filions,     de 
Jellell,  p.  '.5'|/|,  où  ceUc  maiière  so  trouve  développée  avec  plus  iln  délMil. 

IV.  G 
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que  Jt.',  )  .,  2,  p,  <7,  /■,  5,  /,  (^eile   fonction,  tn' etl'et,  peul 
se  mettre  sous  la  forme 


n  : 

d 
d.i: 

fdK 
\  dx 

+ 

I   r/S 

2^~ 

^)-.7 

l'dT    _ 

1  dS 
1  dx 

Or 

on  trouve 

I\  = 

{rt- 

-.-) 

d\ 

dB 

-4-  2.V-— 
dz 

+  ^ 

d\y 

dz 

dE 

P  = 

{rt- 

-  S-) 

dk 

dC 

+  2.9  — 
dp 

+  /- 

dE 

Q  = 

{rt- 

-S-) 

dk 
d<i 

r/B 

dC 

-\-is  —- 

dq 

-i-  ^ 

dE 

R  = 

At-hB, 

S 

=  —  2. 

\s-hiC, 

T: 

=.  A 

r-l-D, 

et, 

en  différentiant, 

dR  _ 

7ZF  ~ 

=  A 

i 

d'z 
Ixdy 

idk        dk 

dk 

7^ 

/•  -h 

r/B         r/B  r/B  dP. 

H H p  H '■  H — —  s , 

^/j:  dz  dp  dq 

1  ^/S  d'z  (dk         dk  dk  dk 

-  —  =  —  A  -— —  —  -M  ^r  +  -r  "7  -+-  -7-  ■'  +  -3-  ' 

2  rfr  dxdy-  \  dy  dz  dp  dq 

dC        dC  dC  dC 

dy         dz  dp  dq 

Si  l'on  fait,  pour  abréger, 

_  f/A  dk  dC  dD 

dx  dz  dq  dp 

_  rfA  ,    dk  dC  dB 

d)  dz  dp  dq 

il  viendra  donc,  en  omettant  les  termes  d'ordre  inférieur 
au  second , 

■ i P  =  ..    H/-  — Ki^; 

(/.r  2  df' 

on  trouverait  de  même 

dT         i  dS 

H Q  =  .  .  .  K/—  Hf; 

dy         2  dy 
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et,  par  conséquent,  les  seuls  termes  de  II  qui  pourraient 
contenir  des  dérivées  de  z  du  troisième  ordre  seront 


d.r. 


Hr 


K.S-)  -f-  ^(K^ 


H.V); 


mais  ici  ces  dérivées  disparaissent,  parce  qu'elles  sont  af- 
fectées de  coefficients  éi^aux  et  de  signes  contraires.  Il  est 
donc  bien  prouvé  que  la  disparition  des  dérivées  du  qua- 
trième ordre  entraîne  celle  des  déinvées  du  troisième,  et 
que,  dans  le  cas  où  V  prend  la  forme  (8),  l'expression  H 
ne  contient  plus  que  les  dérivées  de  z  du  premier  et  du 
second  ordre. 

42.   Considérons  maintenant  le  cas  où  V  étant  de  la 
forme 

ne  renferme  plus  les  dérivées  de  z  du  second  ordre;  en 
conservant  les  notations  des  numéros  précédents,  nous 
aiu'ons 

R  =  (),     S  =  o,     T  =  G, 

et  la  variation  de  l'intégrale  (i6)  deviendra 


'y-. 


Ydvf/.i 


(9) 


)'."['{■>-''£}• 


d^ 


dq 

z .  d.r 


§z .  (lyd.v 


■a 


PSz.dy 


Vây.dx-h 


Cl 


\  Sx.d). 
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Si  les  limites  Xy ,  .Tj,  y  i ,  y^  no  varient  pas,  les  deux 
derniers  termes  disparaîtront;  il  en  sera  de  même  du  se- 
cond et  du  troisième  terme,  si,  en  outre,  les  valeurs  limites 
de  z  restent  invariables. 

Le  trinôme 

a.f         (ly 

coefficient  de  d z  dans  le  premier  terme^  est  généralem.ent 
du  second  ordre  par  rapport  aux  dérivées  de  z,  c'est-à- 
dire  qu'il  renferme  x,  y,  z.  p,  q^  /',  .<■,  t.  Pour  qu'il  cesse 
de  renfermer  les  dérivées  du  second  ordre  /■,  s,  f,  il  faut 
qu'on  ait 

cny  ci'\  (p\ 

— —  =  o,      —  =  o,      =  o, 

dp^  dpd(i  dq  ' 

d'où  Ion  lire,  en  intégrant. 

V  =  A/^-j-Bç  —  C, 

A,  B,  C  étant  des  fonctions  quelconques  de  x,  y.  z:  On 
prouverait  sans  peine  que  celte  forme  linéaire  de  V  fait 
disparaître  en  même  temps  les  dérivées  de  z  du  premier 
ordre  et  que  lî  devient  dans  ce  cas 


n  = 

dA 

~  d.v  " 

dB 

dC 

~  dz 

Si  les  coefficients 

A,B 

,  C  étaient  tels, 

,  qu'on  eût 

identique- 

ment 

dK 

dB 

dC 

d^  ' 

^^^ 

~dl~ 

o, 

Q.  serait  nul  pour  toutes  les  formes  de  z;  la  variation  de 
l'intégrale  ne  dépendrait  plus  que  des  variations  des  va- 
leurs limites  de  x,  y,  s^  l'intégrale  double  serait  donc 
elle-même  une  fonction  déterminée  de  ces  valeurs  limites 
et  se  réduirait  à  une  intégrale  simple. 
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•43.  PiiOBLÈME  IV,  —  Soit  u  une  fonction  de  x,  y^  zà 
forme  variable^  et  p,  q,  r  ses  dérivées  partielles  da  pre- 
mier ordre  j  soit  de  plus 

V=/(-i^,    y,  --,  «,  />,  7>  '■)' 
et  cherchons  la  variation  de  V intégrale  définie  triple 


U=    /  /  I       \dzrlydx. 


les  limites  Xi ,   X2,  Ji,  y-i-,  -Si  ,  z^  pouvant  elles-ntêines 
subir  des  déformations . 

Désignons  respectivement  par  N,  P,  Q,  B.  les  dérivées 
partielles  de  \  relatives  à  u,  p,  q,  r,  en  sorte  que 

dV  d\  d\'  ,/V 

du  dp  d(j  dr 

la  variation  de  \  sera 

„  dnit  do  u  dS u 

d'  V  =  N  ou  +  P  — 1-  Q  — 1-  R , 

d.r  dy  dz 

et  celle  de  Tintégrale  (n"*  !2o) 
/      '   i  '  '   i     V     ^  d'^ii        „  d(hi  dâu\ 

i,  i.  X.  ('°"^'":^^'2^  +  ''tf)"=*''^ 


Après  qu'on  a  eiFectué  toutes  les  intégrations  par  par- 
lies  nécessaires  pour  (jue  d z  ne  soit  plus  diderentiée  par 
r.qipori  ;ui\  variables  d'inlégralion,  la\ariation  derinlé- 
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giale  prend  la  forme  définitive 


(lo 


n: 

1       /     MSz.dydx-^  j       /       I      YrJr.dzdr 

i  -rrT 


+    !         /  I         (Q-P^)rî«../../.r 


+  /  PSn.dzdy 


\Sx.dzdy. 


Cette  formule  donne  lieu  à  des  remarques  analogues  à 
celles  que  nous  avons  faites  précédemmeuL  sur  la  nature 
et  la  portée  des  termes  de  la  variation  d'une  intégrale 
double.  Si  x^j'^  z  désignent  les  coordonnées  rectilignes 
d'un  point  dans  l'espace,  le  champ  de  l'intégrale  triple 
sera  limité  :  i°  en  bas  et  en  haut,  dans  le  sens  des  z,  par 
deux  surfaces  courbes  Ci  et  C^  détemninées  par  les  équa- 
tions z  =  Zi  et  z  =  ^2  5  2°  eu  avant  et  en  arrière,  dans  le 
sens  des  y^  par  deux  surfaces  cylindriques  H,  et  Bg  per- 
pendiculaires au  plan  xy  et  ayant  pour  équations  j^  =  }  i 
et  j"  =  yw  3°  à  gauche  et  à  droite,  dans  le  sens  des  a:,  par 
deux  plans  Ai  et  A2  perpendiculaires  à  Taxe  des  x  et  dé- 
terminées par  les  é(]uations  a:  =  Xi  al  x  =^  x^.  Cela  posé, 
l'intégrale  triple  qui  forme  le  premier  terme  de  la  varia- 
lion  cJU  s'étendra  à  toutes  les  valeurs  de  x^y^  z,  com- 
prises entre  les  six  surfaces  limites  h^,  A2,  Bi,  B,,  Cj,  Cg, 
tandis  que  les  intégrales  doubles  avec  un  sigiK^  de  substi- 
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tulion  qui  constituent  les  autres  termes,  ne  s'étendront 
qu'aux  valeurs  de  J^,  J',  -  correspondantes  à  ces  mêmes 
surfaces  limites,  ou  seront  prises  suivant  les  aires  de  ces 
surfaces,  jy^ suivant  Cl  et  C2, ///suivant  Bj  et  B2,/// sui- 
vant Al  et  A2. 

On  voit  donc  que  la  variation  complète  de  l'intégrale  U 
contient  trois  espèces  de  termes  de  nature  diflerente  : 
i"  une  intégrale  triple  qui  dépend  de  la  forme  attribuée  à 
la  fonction  arbitraire  on-,  2°  différents  termes  qui  ne 
dépendent  pas  de  la  forme  générale  de  au,  mais  unique- 
ment des  valeurs  que  celte  fonction  prend  sur  les  surfaces 
limites  Aj,  A.2,  Bi,  Bj,  Cj,  Cj;  3°  des  termes  qui,  prove- 
nant de  la  déformation  des  limites,  ne  dépendent  que  des 
variations  dx,,  dx^,  o'j)i,  o>'2,  cJzj,  âz^. 

44.  Ici  encore  les  valeurs  limites  de  la  variation  au 
pourraient  s'exprimer  au  moyen  des  variations  des  va- 
leurs limites  de  u,  et  Ton  verrait,  dans  le  cas  où  les  limites 
de  l'intégrale  ainsi  que  les  valeurs  correspondantes  de  u. 
ne  doivent  pas  varier  ou  changer  de  forme,  que  tous  les 
termes  aux  limites  disparaissent  de  la  variation  de  l'in- 
tégrale; celle-ci  alors  est  réduite  à  son  premier  terme  et 
l'on  a 

t/'j-,      t/^,      t/i:,        \  ' 

Si  l'on  avait  identiquement 

_    .       dP       dq        flK  _ 

(/j:         <ir  (h 

l'intégrale  triple  U  ne  dépendant  plus  de  la  forme  de  u  en 
généial,  mais  seulement  de  ses  valeurs  limites,  serait  né- 
cessairement réductible  à  une  intégrale  double.  Mais 
ré(fualion  n=  o  ne  sera  identique  rpraulaiil  que  V  sera 
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une  tonctioa  linéaire  de  />,  </,  r  de  la  forme 

V  =  A/^  +  Br/H-Cr—  D, 

les  fonctions  A,  B,  C,  D  ne  contenant  que  x,  y^  z,  m,  et 
étant  liées  entre  elles  par  la  relation 

(lA       r/B       dC       «^D  _ 

f/x  dy         dz  du 

Telle  est  donc  la  forme  que  V  doit  avoir  pour  remplir  la 
condition  d'inlégrabilité  exprimée  par  l'équation  U.=i  o. 
Ajoutons  que  dans  l'expression  H,  les  dérivées  de  a  du 
premier  ordre  disparaissent  toujours  en  même  temps  que 
celles  du  second  ordre,  et  que  cela  a  lieu  touies  les  fois 
que  V  prend  la  forme  linéaire  Ap  -t-  B^  -h  C/'  —  D, 
quels  que  soient  d'ailleurs  les  coefTicients  A,  B,  C,  D. 
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CmQlIÈME  LEÇON. 

Masima  et  miniina  des  intégrales  et  en  général  des  expressions  Jéliriies. 

—  Maximum  ou   minimum  absolu.  —  Maximum  ou  minimum   relatif. 

—  Diverses  espères  de  conditions  ou  de  restrictions.  — Équations  au.\- 
quelles  doivent  satisfaire  les  fonctions  inconnues  peur  rendre  nulle  la 
variation  de  lintégrale  ou  de  resprcssion  délinii,-. 


Ad.  Dans  les  questions  de  maxima  et  de  mininia  qui 
dépendent  du  calcul  des  variations,  on  cherche  à  détei- 
niiner  la  foi^nie  d'une  ou  de  plusieurs  fonctions  incon- 
nues, contenues  dans  une  intégrale  définie  soit  simple, 
soit  multiple,  ou,  plus  généralement,  dans  une  expression 
définie,  de  manière  que  cette  intégrale  ou  cette  expression 
définie  atteigne  sa  plus  grande  ou  sa  plus  petite  valeur. 
Entre  ces  questions  et  les  problèmes  de  maxima  et  mi- 
nima  qu'on  sait  résoudre  par  le  calcul  diflérenliel ,  il  y  a 
donc  une  différence  essentielle  :  dans  ces  derniers  pro- 
blèmes on  cherche  les  valeurs  des  variables  indépendantes 
qui  rendent  maximum  ou  jninimum  une  fonction  dont  la 
forme  est  donnée,  tandis  que  dans  le  calcvil  des  variations 
on  cherche  la  forme  même  de  la  font  tion  ou  la  relation 
générale  qui  la  lie  aux  variables  indépendantes.  Cepen- 
dant ce  second  problème  se  ramène  facilement  an  premier, 
et  voici  comment  : 

Concevons  pour  un  moment  ({u  un  ait  deja  détermine 
ctmvenablemenl  toutes  les  fonctions  inconnue',  et  (|u  on 
les  fasse  ensuite  varier  au  moyen  d  un  pajamèlre  ari)i- 
iraire  x  ;  soit  /r>  la  valeur  initiale  de  x  ( oi  respondante  aux 
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formes  de  ces  fonctions  qui  donnent  à  l'intégrale  sa  plus 
grande  ou  plus  petite  valeur.  L'intégrale  ou  l'expression 
définie  sera  alors  cllc-nièmc  une  fonction  de  z;  pour 
qu'elle  devienne  réellement  un  maximum  ou  un  minimum 
pour  y.  =  kq,  il  faut  donc  que  sa  dérivée  par  rapport  à  y. 
s'évanouisse  pour  x  =  Xq,  sans  que  cette  valeur  du  para- 
mètre y,  rende  nulle  la  dérivée  du  second  ordre,  dont  le 
signe  servira  à  distinguer  le  maximum  du  minimum. 

Pour  mieux  fixer  les  idées,  désignons  par  V  une  ex- 
pression qui  renferme  explicitement  non-seulement  les 
variables  x,  j'",  ^, .  .  . ,  mais  une  ou  plusieurs  fonctions 
inconnues  11,  v,  iv,...  de  ces  variables,  et  supposons 
qu'il  s'agisse  de  déterminer  les  fonctions  u,  i^,  w, ,  .  .  ainsi 
que  les  limites  x^^  x^^ji,  js-,  ^-i-,  ^-2,  ■  ■  ■>  de  manière  que 
l'intégrale 

S=  /         1         /       .  .  .V..  .(hdydv 

€.',(■,  Jj\  Jz^ 

devienne  un  maximum  ou  un  minimum.  D'après  ce  que 
nous  venons  de  dire,  on  peut  supposer  que  les  inconnues 
/f,  v^  ^v, .  .  . ,  ainsi  que  les  limites  de  l'intégrale,  dépen- 
dent toutes  d'un  paramètre  arbitraire  x,  et  qu'il  faille 
trouver  la  valeur  Xq  de  ce  paramètre  qui  fasse  acquérir 
à  l'intégrale  S  sa  plus  grande  ou  sa  plus  petite  valeur. 
Puisque,  dans  cette  hypothèse,  Vintégrale  S  est  elle-même 
fonction  de  x,  la  première  condition  du  maximum  ou 
du  minimum  sera 

r/S 


ïi 


ou  bien,  en  nous  servant  de  la  notation  adoptée  dans  le 
calcul  des  variations, 

(1)  o\S  =  o. 

Ainsi  rintégrale  S  no  pourra  devenir  un  maximum  ou 
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nu  niinimuin  qu'autant  que  l'on  donnera  aux  fonctions 
inconnues  qu'il  s'agit  de  déterminer  des  valeurs  ou  des 
formes  telles,  que  la  variation  de  l'intégrale  s'évanouisse, 
quelques  déformations  que  l'on  fasse  subir  à  ces  mêmes 
fonctions,  ou  de  quelque  manière  qu'on  les  fasse  varier 
avec  le  paramètre  x,  à  partir  des  valeurs  ou  des  formes 
primitives  dont  il  s'agit.  Il  faut  en  outre  que  la  variation 
seconde  (î^S,  pour  toutes  les  déformations  possibles,  reste 
constamment  soit  positive,  soit  négative,  sans  devenir 
nulle,  la  valeur  positive  corres[)ondant  au  minimum  et 
la  valeur  négative  au  maximum  de  l'intégrale  S. 

Quelquefois  la  condition  cîS=:oo  peut  aussi  donner 
une  solution  du  problème.  Dans  le  cas,  par  exemple,  où 
l'on  cherche  le  maximum  ou  le  minimum  de  l'intégrale 


r-"-^ 


la  condition  cîS  =  o  donnerait  )=  o,  valeur  inadmis- 
sible, puisqu'elle  rend  l'intégrale  imaginaire,  tandis  que 
la  condition  JS=;  oo  donne  j=  ±:/'(j:),  valeur  (jui 
correspond  évidemment  à  un  véritable  minimum  de  l'in- 
tégrale. Si  nous  ne  tenons  pas  compte  de  ces  solutions 
singulières  correspondantes  à  une  valeur  infinie  de  la 
variation  (ÎS,  c'est  qu'elles  ne  se  présentent  pas  dans  les 
applications  ordinaires. 

46.  Lorsque  les  inconnues  X,,  .r2,j,,j,,...,  it,  v,w^.,. 
ne  sont  assujetties  à  aucune  restriction  particulière,  c'est- 
à-dire  lorsqu'on  cherche  le  maximum  ou  le  minimum 
absolu  de  l'intégrale  S,  les  variations 

OX,,         OO,-,  ,  rjj-,,  rîj,,...^         r-ia,  0  1-,  '1(4',..., 

contenues  dans  cJS,  sont  toutes  complètement  arbitraires, 
ol  l'équation  S9>  =  <>  doit  subsister  quelles  que  soieni  les 
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valeuis  ou  les  formes  qu'on  leur  allribue.  Seulenienl  ou 
se  rappellera  que,  par  leur  définition  même,  ces  varia- 
lions  ne  sauraieut  jamais  contenir  d'autres  variables  que 
celles  qui  entrent  respectivement  dans  les  fonctions 

•^1^       -^^j      Jij      y'2,-  ■  ■  ,       u,       v,      («',  .  .     ; 

dans  le  cas  actuel,  dx^^  0X2  seront  donc  des  constantes 
aibitraires;  (Jj-,,  dj^  des  fonctions  arbitraires  de  x\ 
dzi,  ûz^  des  fonctions  arbitraires  de  x^  j -^  etc.,  et 
c?//,  du^  cJir, ...  des  fonctions  arbitraires  de  toutes  les 
variables  principales  x,y,  z,  .  .  .  ,  t. 

Mais  le  plus  souvent  la  nature  même  du  problème  éta- 
blit certaines  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les 
fonctions  inconnues,  de  sorte  que  leurs  variations  ne  sont 
plus  entièrement  arbitraires  ou  indépendantes  les  unes 
des  autres.  On  ramène  ce  second  cas  au  premier,  soit  en 
faisant  servir  les  équations  de  condition  à  l'élimination 
du  plus  grand  nombre  possible  de  variations,  soit  en 
introduisant  de  nouvelles  inconnues,  constantes  ou  va- 
riables, dont  on  puisse  disposer  à  la  fin  du  calcul  pour 
satisfaire  aux  conditions  du  problème.  Par  cette  élimina- 
tion ou  cette  introduction  de  nouvelles  inconnues,  les 
variations  qui  entrent  dans  l'équation  (JS  =  o  transfor- 
mée redeviennent  arbitraires  et  indépendantes  les  unes 
des  autres. 

Les  conditions  auxquelles  on  doit  satisfaire  dans  la 
recherche  des  maxima  et  des  minima  relatifs  sont  de  trois 
espèces  :  1"  des  relations  finies  entre  les  diverses  fonctions 
inconnues  ou  entre  leurs  valeurs  limites  5  u"  des  valeurs 
constantes  imposées  à  certaines  intégrales  ou  à  certaines 
expressions  définies;  3°  l'obligation  de  vérifier  certaines 
équations  différentielles  ou  aux  dérivées  partielles.  Nous 
allons  considérer  successivement  ces  trois  espèces  de 
conditions. 
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-i7.   Toute  relation  finie  de  la  forme 

(2}  F(jr,  j,    z,  .  .  .  ,    a,    i>,    w,  .  .  .)  =  o 

qui  doit  subsister  dans  l'étendue  entière  de  l'intégrale 
proposée,  détermine  l'une  des  inconnues  11,  i^,  iv, .  .  .  en 
fonctions  des  autres,  et  peut  servir  à  l'éliminer  de  l'inté- 
grale S  toutes  les  fois  qu'on  sait  résoudre  l'équation  F  =  0. 
Mais  alors  même  que  cette  résolution  est  impossible,  la 
relation  donnée  conduit  toujours  à  une  équation  linéaire 
entre  les  variations  0;/,  ôv,  âw,.  .  .  au  moven  de  laquelle 
on  peut  en  tout  cas  éliminer  Tune  de  ces  variations  de 
l'équation  ^S  =  o.  En  effet,  si  l'on  prend  la  variation  de 
F  =  o,  on  trouvera  cîF  =  o,  ou 

,0,  ^F  ,  dF  ,         dF  , 

au  fil'  (la' 

Pour  (ju'on  puisse  mettre  à  profit  celle  dernière  relation, 
il  n'est  pas  même  nécessaire  (|ue  la  fonction  F  soit  dojinée 
en  termes  finis  ;  il  suflirait  évidemment  de  connaitre  sa 
différentielle  totale  ou  seulement  ses  dérivées  partielles 
relatives  à  u,  p",  -h',  .... 

Si  les  fonctions  inconnues  étaient  assujetties  à  vérifier 
plusieurs  conditions  semblables 

F  =  o ,      F,  =£  G ,      F,  =  o  , .  .  . , 
on  aurait 

oF  =  o,     fJFi  =  o,      0  F;  =  o, .  .  . , 

équations  dont  on  pourrait  disposer  pour  éliminer  un 
nombre  de  variations  Ou.  ô\^.  âu-^.  .  .  égal  à  celui  des 
conditions  données. 

Si  la  relation  F  =  o  ne  devait  ])as  avoir  lieu  dans 
l'étendue  entière  de  l'intégrale  S,  mais  seulement  à  la 
limite  de  Tune  des  variables,  par   excmide,  à  la  limite 
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inférieiwe  Je  s,  de  sorte  qu'on  eiït 


(41 


/      Fj.r,    J-,     s,...,     U,     (',«',.,.)=:  G, 


elle  ne  suffirait  plus  à  l'éliraination  complète  de  Tune  des 
fonctions  «,  p»,  w, .  .  . ,  ou  de  l'une  des  variations  <^//,  dv, 
cî^v, ...,  mais  elle  fournirait  toujours  une  relation  li- 
néaire entre  les  valeurs  de  ces  variations  correspondantes 
à  la  limite  dont  il  s'agit  et  la  vaiiation  ô Zy  de  cette  limite, 
relation  dont  on  pourrait  disposer  encore  pour  éliminer 
soit  $z^ ,  soit  la  valeur  limite  de  l'une  des  variations  tî«, 
dv'^  dw, .  .  . .  En  prenant  la  variation  des  deux  membres 
de  l'équation  (4)?  on  trouvera,  en  eiïet, 


/■■( 


'•JF  +  -— -rî:     =o, 


1'      1  -r       '^^^ 

ou,  en  développant  ov  et  — ■? 

Il  est  inutile  de  rappeler  que  d z,  ou  la  variation  sym- 
bolique de  la  variable  indépendante  z,  représente  ici  dzi , 
ou  la  variation  de  la  limite  inférieure  de  z,  en  raison 
du  signe  de  substitution  qui  l'atrecte. 

S'agit-il,  par  exemple,  de  déterminei-  la  forme  d'une 
courbe  plane,  jouissant  d'une  certaine  propriété  de  maxi- 
mum ou  de  minimum,  et  dont  l'extrémité,  correspon- 
dante à  la  limite  inférieui^e  de  a",  est  assujettie  à  se  trou- 
ver sur  une  ligne  donnée  par  l'équation  j  =ifi^x)^  la 
lonction  inconnue  r  devant  satisfaire  à  la  condition 


0)  /    [y-f{x)]-^o, 


r 
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OU  aura,  eu  prenant  la  variation,  et  considérant  que  cette 
lois  y  est  une  fonction  inconnue  de  a:, 


(7 


)  /  \^Ky  -^{y' ~f'[^)]^-^\  =  o. 


y' étant  la  dérivée  de  j'  relative  à  la  courbe  cherchée. 
Dans  ce  cas  on  pourrait  donc  éliminer  soit  dxi^  soit  la 
valeur  limite  de  oy. 

De  même,  s'il  s  agit  de  déterminer  dans  l'espace  une 
courbe  dont  l'extrémité  doive  se  trouver  sur  une  sur- 
face donnée,  avajit  pour  équation  z  -z^fi^x.  }),  on  devra 
avoir 


l- 


(8)  ^     [._/(.r,j)]z=o, 

et,  par  conséquent,  puisque  y  et  z  sont  des  fonctions  in- 
connues de  X, 

(9)  /     [^-^-Ty"''-^\'-T.-:i^-^')"^\  =  ''^ 

y'  et  z'  étant  les  dérivées  dej'  et  de  z  relatives  à  la  courbe 
cherchée.  Dans  ce  cas  on  pourrait  donc  éliminer  soit  ox^  , 
soit  la  valeur  limite  de  l'une  des  variations  oy,  o  z. 

Supposons  encore  (|u  on  veuille  déterminer  une  surface 
courbe  avec  la  condition  que  la  partie  de  son  contour  cor- 
respondante à  la  limite  inférieure  de  y^  ou  déterminée 
par  lécjuation  y  =yi ,  soit  comprise  dans  une  surface 
donnée,  ayant  pour  équation  z  =J{^x,  y),  on  aura 

('O)  j     [z-/U;j)]^o, 

et  par  suite.  ])uisque  z  est  une  fonction  inconnue  de  .r.  v- 


g6  CALCUL    DFS     VAlVIATIOlVS. 

/?,  ^  étant  des  dérivées  partielles  de  z  relatives  à  la  sur- 
face clierchée.  Dans  ce  cas  on  pourrait  éliminer  soit  la 
variation  ôji ,  soit  la  valeur  limite  de  la  variation  âz. 

48.  Les  conditions  de  la  seconde  espèce  consistent  en  ce 
que  certaines  expressions  définies,  le  plus  souvent  cer- 
taines intégrales  Si ,  Sa ,  •  .  . ,  doivent  conserver  des  va- 
leurs constantes  Cj ,  Cj , .  .  . ,  c'est-à-dire  que  les  valeurs  ou 
les  formes  des  fonctions  inconnues  ne  doivent  être  choisies 
que  parmi  celles  qui  vérifient  les  équations  3,  =  Cj , 
Sg  =  6*2 ,  etc.  Telle  est,  par  exemple,  dans  le  fameux  pro- 
blème des  isopérimètres,  la  condition  que  l'arc  de  la  courbe 
dont  on  cherclie  l'équation,  ait  une  longueur  donnée.  Une 
condition  de  ce  genre  ne  suffit  pas  à  déterminer  ou  à  élimi- 
ner l'une  des  fonctions  inconnues;  car  il  est  une  infinité  de 
fonctions  qui,  substituées  à  celle  sur  laquelle  portent  les 
signes  d'intégration  et  de  substitution  dans  l'expression 
définie  Sj ,  lui  feraient  prendre  la  même  valeur  constante 
Cl  ;  c'est  ce  qu'on  peut  même  affirmer  en  général  de  toute 
fonction  renfermant  une  constante  arbitraire  à  laquelle 
on  donne  une  valeur  convenable. 

Dans  ce  cas,  qui  se  présente  Irès-fréquemmeut  et  qui 
cependant  a  été  traité  par  les  auteurs  d'une  manière 
assez  peu  rigoureuse,  on  tourne  la  difficulté  par  un  artifice 
bien  simple.  Concevons  pour  un  moment  que  chacune 
des  fonctions  inconnues  renferme  plusieurs  paramètres 
X,  h',  x",  .  .  . ,  indépendants  les  uns  des  autres,  et  dont  le 
nombre  soit  égal  à  celui  des  expressions  définies  S,  S], 
S» , ...  ;  on  pourra  considérer  ces  expressions  comme  des 
fonctions  de  z,  x',  x", .  .  . , 

S  =  (f  (■/,   y',  y",-  ■  ■), 

Si  =  /,(■''•.     ■''■'»     ■''•"»•  ■  ■)} 
S,  —  -h  [y.,    -/.',    -/.",.  .  .), 
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ft  la  (|UCslioii  se  réduira  à  trouver  parmi  toutes  les  valeurs 
(le  z,  5t',  '/', .  .  ..  qui  satisfont  aux  conditions  S,  --  Cj . 
S,  =  Co , .  .  . ,  celles  qui  rendent  S  maximum  ou  mini- 
mum. On  la  résout,  d'après  les  principes  connus  du  cal- 
cul dilïerentiel,  en  cherchant  le  maximum  ou  le  mini- 
mum absohi  de  la  somme 

S  H-  (7,  S,  H-  fil  S;  -H  ■  •  •  , 

fli,  «2,..,  étant  des  rozistanles  indéterminées  dont  on 
dispose  à  la  fin  du  calcul  pour  satisfaire  aux  conditions 

S,  =  C| ,      Sj  =  c-,. 

On  arriverait  encore  au  même  résultat  en  cherchant  le 
maximum  ou  le  minimum  absolu  de  la  somme 

S+rt,  (S,  —  r,)-f-fl,  (S,— c,)  +  .  .  .  , 

dans  laquelle  on  fait  varier  avec  le  paramètre  z  non-seu- 
lement toutes  les  inconnues  du  premier  problème,  mais 
aussi  les  coefficients  /?,,  /^j,....  En  eilet,  la  variation 
totale  de  cette  somme 

(ÎS  -I-  rt,oS,  -4-  «■2''ÎSj+.  .  .  -r  (Si —  c,)  (îrt,-f-  (S-,  —  fi)  ort.-l-  .  .  . 

devant  être  nulle  pour  toutes  les  valeurs  des  variations 
indépendantes  qu'elle  renferme,  et  parmi  lesquelles  se 
trouvent  (^«i,  àa^^  •  •  •  ,  on  aura  nécessairement 

0  S  -I-  « ,  0  S,  -I-  <7j  0  Si  -h  .  .  .  =  o , 
S,  —  r, ,      S,  =  f,,       

La  piemière  de  ces  équations  donne  évidemment  le 
maximum  ou  le  minimum  de  S  -f-  «j  Si  -h  «2  ^2  +  •  •  •  : 
dans  l'hypothèse  précédemment  admise,  c'est-à-dire  pour 
des  valeurs  quelconques  mais  invariables  de<7i,  ««,.  .  •  , 
les  autres  exigent  (|ue  ces  valeurs  soii'ut  précisément  celles 
qui  vérifient  les  conditions  primitives  du  problème. 

Au  r(>slc,  ])nis(in('  la  soinnif;  S-h^i  (Si  — c,)  -t- .  .  .  ne 
IV.  7 
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peut  être  un  riiaxiinum  ou  uu  minimum  absolu  sans  que 
l'on  n'ait  Sj  =  Cj,  Sa  =  c^, .  .  .  ,  c'est-à-dire  sans  que  la 
somme  se  réduise  à  son  premier  terme  S,  il  est  évident 
que  les  valeurs  des  inconnues  t/,  t»,  iv, .  .  .  ,  a*],  Xg,  /j, 
7  2V  ■•'  correspondantes  à  ce  maximum  ou  minimum 
absolu,  sont  parmi  toutes  les  valeurs  qui  remplissent  les 
conditions  Si=Ci,  82  =  ^2,...,  celles  qui  donnent  à 
l'intégrale  S  sa  plus  grande  ou  sa  plus  petite  valeur.  Ainsi 
le  dernier  problème  revient  identiquement  au  premier, 
sauf  qu'il  conduit  en  outre  à  déterminer  certaines  quan- 
tités «j,  ciç,,.  .  .  ,  étrangères  à  la  question  primitive. 

49.  Il  reste  à  considérer  les  conditions  de  la  troisième 
espèce.  Admettons  que  les  fonctions  w,  p»,  -îv,  .  .  .  ,  et  leurs 
dérivées  de  divers  ordres  soient  liées  entre  elles  par  une 
équation 

U  =  0. 

Les  variations  au,  Jp",  div,.  .  .  et  leurs  dérivées  seront 
de  môme  liées  entre  elles  par  Téquation 

^U=o; 

cependant,  toutes  les  fois  qu'on  ne  pourra  pas  remonter 
de  ces  équations  diflérenlielles  ou  aux  dérivées  partielles 
aux  équations  en  termes  finis  dont  elles  dérivent,  elles  ne 
pourront  pas  servir  à  Télimination  de  l'une  des  fonctions 
inconnues  ou  de  l'une  des  variations.  Mais  il  est  toujours 
facile  de  ramener  ce  cas  à  celui  que  nous  venons  d'exa- 
minei'.  En  effet  l'équation  U:=o,  qui  a  lien  dans  toute 
l'étendue  de  l'intégrale  S,  entraine  nécessairement  la  sui- 
vante 

T  r-  (        I        I      .  .  .a-V.\  .  .  dzdrdx  ~  o 


axi---- 


[j.  étant  une  fonction  arbitraire  de  x,  j^,  s, .  .  .  ,  et,  réci- 
proquement, celle-ci  ne  peut  avoir  lieu  sans  que  l'on  ait 
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U  =  o.  L'équation  T  =  o  équivaut  Jonc  à  la  coiitlition 
donnée  U=  o  et  peut  la  remplacer  identiquement.  Cela 
posé,  il  suffira,  comme  dans  le  cas  précédent,  de  chercher 
le  maximum  ou  le  minimum  absolu  de  la  somme  S-f-aT, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  l'intégrale 


^■<"_,       /^^\        '*^i 


V-h  >.U)..  .dzdydx. 


dans  laquelle  on  représente  par  À  la  fonction  «a^U  dont 
la  furme  peut  varier  arbitrairement  avec  /.,  Ce  problème 
résolu  donnera  non-seulement  les  valeurs  de  .rj,  ,r,,  j-,, 
rz,.  .  .,  </,  ^',  w..  .  .  qui  conviennent  au  maximum  ou  • 
au  minimum  relatif  de  l'intégrale  S;  il  déterminera  en 
outre  la  fonction  À,  cjui  n'entrait  pas  dans  la  question 
primitive. 

On  arrivera  au  même  résultat  si  1  on  cherche  le  maxi- 
mum ou  le  minimum  de  l'intégrale 

fff.  .  .^V+),U).  .  .dzr/rdx, 

eu  regardant  /.  comme  une  fonction  inconnue  mais  inva- 
riable^ pourvu  qu'on  la  détermine  à  la  fin  du  calcul  de 
manière  à  remplir  la  condition L' =o.  En  effet,  pour 
résoudre  le  problème  dans  le  cas  où  /  change  de  formi- ,  il 
laut  égaler  à  zéro  la  variation  de  l'intégrale 

JJJ.  .  .  (  V  +  /  C  • .  .  .  dzdrd.r-, 

et  l'équation  qui  en  résulte  doit  être  vérifiée  pour  toutes 
les  valeurs  de  dl.  Or  Jj'f.  ■  .Vdl.  .  .tlzdydx  est  le  seul 
terme  de  celte  «'quatinn  qui  contienne  JÀ  :  on  devra  donc 
avoir,  et  cette  conclusion  sera  bientôt  justifiée,  V=  o.  Les 
autres  termes  de  l'équation  dont  il  s  agit  sont  les  mêmes 
que  dans  l'hypothèse  où  /  est  invariable  de  forme  ; 
ainsi  il  suffira  de  chercher  le  maximum  ou  le  mini- 
mum  de    l'intégrale  y//.  .  .(^  -\-l\^) .  .  .dzflydx   dans 

7- 
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cette  dernière  hypothèse  et  de  détermiiiei    ensuite  'k  par 
la  condition  U  =  o,  ainsi  que  nous  l'avions  avancé. 

Si  dans  la  recherche  du  maximum  ou  du  minimum  de 
l'intégiale  S  on  avsit  à  remplir  plusieurs  conditions  sem- 
blables 

U  =  o,     U,  =  o, 

il  suffirait  de  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  ab- 
solu de 


rrr- 


(VH-)iU  +  ).,U,+.  .  .)•  •  .dzdydx. 


X,  Aj ,  .  .  .  étant  de  nouvelles  fonctions  à  formes  variables. 
On  pourrait  même  regarder  X,  Xj,.  .  .  comme  invariables 
de  forme,  et  se  réserver  le  droit  d'en  disposer  à  la  fin  du 
calcul  de  manière  à  vérifier  les  équations 

U  =  o,     U,  ^=  o,  .  .  . . 

Il  est  facile  de  voir  qu'on  pourrait  traiter  de  la  même 
manière  les  conditions  de  pi'emière  espèce  (n*^  47).  Cela 
est  évident  pour  le  cas  où  Téquatiou 

doit  avoir  lieu  dans  toute  l'étendue  de  l'intégrale  S.  Mais  si 
cette  équation  n'avait  lieu  qu'à  la  limite  d'une  des  va- 
riables, de  sorte  qu'on  eût,  par  exemple, 

/     F  =  o, 
on  la  remplacerait  par  la  condition  équivalente 

/       /        I         .  .  p.-  F- .  .  .  dzdx  ■=.  o  , 

V.  étant  une  fonction  arbitraire  de  x.  y.  z,...^  et  le 
problème,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  serait  ramené  à  la 
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recheiclic  du  maximum  ou  du  minimum  absolu  de  la 
somme 

I        I      .  .  .  V.  .  .dzdydx  +   I      /        f      •  •  .  aF.  .  .f/2f/.r, 

dans  laquelle  on  est  libre  de  regarder  la  fonciion  X,  repré- 
senlant  le  produit  de;x^F  par  une  constante  indéterminée, 
comme  variable  ou  invariable  de  forme;  dans  le  dernier 
cas,  il  restei^ait  à  déterminer  la  valeur  de  /  par  la  condi- 
tion F  =  o,  qui  doit  avoir  lieu  à  la  limite  àej. 

50.  Il  reste  doue  acquis  que,  dans  tous  les  cas,  le  pro- 
blème se  ramène  à  la  recherche  du  maximum  ou  du  mi- 
nimum absolu  d'une  expression  définie  ou  d'une  somme 
2  de  plusieurs  expressions  définies ,  et  que  sa  solution 
dépend  en  définitive  d'une  équation 


dans  laquelle  les  variations  de  toutes  les  inconnues  sont 
indépendantes  les  unes  des  autres.  Supposons  actuelle- 
ment que  par  les  procédés  indiqués  on  ait  donné  à  JZ  une 
forme  telle,  que  les  dérivées  des  variations  ne  soient  plus 
prises  relativement  aux  variables  d'intcijralions  ;  suppo- 
sons de  plus  qu'après  avoii'  décomposé  les  signes  de  sub- 
stitution double  en  signes  de  substitution  simple,  on  ait 
réuni  en  un  seul  terme  tous  ceux  qui  renferment  la  même 
dérivée  de  la  même  variation  sous  les  mêmes  signes  de 
substitution  et  d'intégration 5  le  premier  membre  de 
l'équation  o2  =  o  sera  en  général  la  somme  de  plusieurs 
termes  ou  expressions  définies,  dont  chacun  contient  une 
seule  variation  ou  sa  dérivée,  et  se  distingue  de  tous  les 
autres  soit  par  cette  dérivée  même,  soit  pai-  les  substitu- 
tions et  les  intégrations  qui  lui  sont  propres.  Donc  si 
Von   égale  successivement  à  /,éro   toutes  les   variations  à 
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J'exception  d'une  seule,  ou  aura  une  série  d'équations 
dont  chacime  i^enfemie  une  seule  variation  avec  ses  dé- 
rivées, et  doit  se  vérifier  quelle  que  soit  la  valeur  ou  la 
forme  de  celle  variation. 

Considérons  en  particulier  une  de  ces  équations 

W=o, 

ne  renfermant  que  la  variation  au  avec  ses  dérivées. 
Le  seul  terme  qui  ne  soit  pas  affecté  de  substitution  est 
nécessairement  de  la  forme 


rrf 

i/.r      l'y,     Jz, 


(A)  I         I         I       .  .  .M^M.  .  .dzdjdx; 

tous  les  autres  renfermeront  un  ou  plusieurs  signes  de  sub- 
stitution 5  el  nous  rappellerons  dès  à  présent  que  les  sub- 
stitutions peuvent  se  faire  immédiatement,  ou  avant  les 
intégrations;  à  la  condition  qu'on  les  fera  une  seconde 
fois  dans  les  limites  des  intégrations  (n**  5). 
Cela  posé,  faisons  avec  M.  Sarrus 

^  =  {x  —  .r,)  [x  —  X.,)  [y  —  ;-,)  (  j  —  j,)  (s  —  z,)  (s  —  ;,)... , 

el  posons  pour  un  instant 

Il  étant  un  îiombre  assez  grand  pour  que  toutes  les  déri- 
vées de  à  a  renfermées  dans  W  aient  encore  w  en  facteur. 
Puisque  w  s'annule  chaque  fois  que  l'on  donne  à  Tvine 
([uelconque  des  variables  x,.  y,  z,...  sa  valeur  limite 
inférieure  ou  supérieure,  les  termes  de  W  aiïectés  de 
signes  de  substitution  s'évanouiront  tous;  il  ne  resteia 
que  le  seul  terme  (A),  qui  devra  être  nul  sépaiément  et 
{{ui  donne 

/         I        1       , .  .  (  IM  m"Y  ■  ■  ■  dzdjdx  =-  o  , 
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équation  impossible  à  moins  que  M03"  ne  soit  constam- 
ment égal  à  zéro.  Or  évidemment  le  facteur  o)  ne  peut  pas 
être  nul  dans  les  limites  de  l'intégrale  5  il  faudra  donc  que 
l'on  ait  dans  toute  cette  étendue 

M  =  o. 

Cette  première  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire 

les  inconnues  du  problème,  fait  disparaître  le  terme  (A) 

quel  que  soit  âu-^  et  l'équation  W  =  o  est  remplacée  pai' 

une  autre 

W,  ==0, 

dont  tous  les  termes  sont  affectés  d'un  ou  de  plusieurs 
signes  de  substitution,  et  dans  laquelle  du  est  encore  en- 
tièrement arbitraire. 

51.  Les  termes  de  celte  seconde  équation  Wj  =  o  qui 
ne  renferment  qu'un  seul  et  même  signe  de  substitution, 
relatif,  par  exemple,  à  la  limite  inférieure  de  y,  seront 
tous  de  la  forme 


,.,     rrr-^'-s^- 


dx. 


Admettons  cjue  celui  des  termes  dans  lequel  la  dérivée  dr 
du  est  de  l'ordre  le  plus  élevé  ni' ^  soit 

taisons,  pour  abrège)', 

'..=  -^=.(.r-.r,)(x-.,;,)(r-rO(^-3,)(^-c.)..., 
et  posons  pour  un  instant 


1.2.3.. 
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n  étant  un  nombre  entier  assez  grand  pour  que  chaque 
dérivée  de  au  qui  se  trouve  dans  l'équation  W,  =  o,  con- 
tienne Wi  en  facteur.  Tous  les  termes  de  Wj  non  compris 
tlans  la  forme  (B),  ou  affectés  d'un  signe  de  substitution 

autre  que  /     ,  disparailront  avec  le  facteur  Wj  ;  de  plus 

les  termes  compris  sous  la  forme  (B),  mais  dans  lesquels 
la  dérivée  de  au  est  d'un  ordre  inférieur  à  m',  disparaî- 
tront avec  le  facteur  r — yi  '■>  il  ne  restera  que  le  seul 
terme  (B')  qui,  devant  être  nul  lui-même,  pour  que 
l'équation  W,  =  o  soit  vérifiée,  donne 

I        /        1        ■  ■■{^'orr-.  .  .dzd.r^o, 

et  cetLe  équation  évidemment  ne  peut  avoir  lieu  qu'au- 
tant que  l'on  ait 

/     N'w  '  =  o 


dans  toute  l'étendue  des  intégrations,  c  est-à-dire  entre  les 
limites  x\  et  x^  de  x,  /     Zj  et  /     z.  de  z,  etc.  Or  le  fac- 


ICUl' 

ou 


ne   peut  pas  s'évanouir  enlre   ces  limites;   il   laut  donc 
(pi'ou  ait  constamment 


/ 


N' 
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seconde  condition  à  laquelle  devront  satisfaire  les  fonc- 
tions inconnues,  et  ([ui  fera  disparaître  le  terme  (IV) 
indépendamment  de  toute  valeur  ou  forme  particulière 
assignée  à  ou.  On  a  donc  le  droit  de  supprimer  ce  terme 
dans  Wi ,  et  comme  après  cette  suppression  Féquation 
Wj  =  G  devra  encore  être  vérifiée  quel  que  soit  ou,  on 
pourra  répéter  le  même  raisonnement  et  prouver  :  i*^  que 
chaque  terme  de  la  forme  (B)  renfermant  un  seul  signe 
de  substitution  relatif  à  -y,  fournira  séparément  une 
équation  de  condition  qui  le  fera  disparaître;  2"  qu'il  en 
sera  de  même  pour  tous  les  termes  de  Wj  renfermant  un 
seul  signe  de  substitution  relatif  à  une  variable  quel- 
conque, et  que  par  conséquent  Téquation  W,  =  o  se  ré- 
duit à  une  nouvelle  équation 

W,  =  o , 

dont  chaque  terme  est  alfecté  de  deux  signes  au  moins  de 
substitution,  et  dans  laquelle  On  reste  encore  entièrement 
arbitraire. 

52.   Tous  les  termes  de  l'équation  AV..  -=  o  qui  ne  reu- 
lérmerit  que  deux  signes  de  substitution  déterminés,  par 

exemple  /    et  /     ,  ont  nécessairement  la  forme 
I      I        j  dx'dy 


(c; 


Choisissons  dans  ce  groupe  les  termes  pour  lesquels  /  a 
sa  plus  grande  valeur  /',  et  parmi  ces  dernieis  le  terme 

dans  lequel  m  a  sa  plus  grande  valeur  m':  foison.'.,  pour 
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abréger, 


[.v  —  .v,){r— y  ■,){:■ 


(a-  — x,)(  j— r, 
et  posons  pour  un  Itislant 

{a:  —  .T,Y  [y—y,)'"' 


^«  =  P'c 


/'  X  1.2.3. 


n  étant  un  nombre  entier  assez  grand  pour  que  toutes  les 
dérivées  de  ôii  qui  entrent  dans  Wg ,  contiennent  encore 
W2  en  facteur.  Tous  les  termes  deW»  qui  ne  sont  pas 
compris  dans  le  groupe  (C)  ou  qui  renferment  d'autres 
signes  de  substitution  que  ceux  relatifs  à  x^^ji,  disparaî- 
tront avec  W2  •,  dans  ce  groupe,  en  outre,  chaque  terme 
tjui  contient  une  dérivée  de  du  relative  à  x  d'ordre  infé- 
rieur à  /'  disparaîtra  avec  a:  —  X:,,  et  cliaque  terme  ren- 
fermant une  dérivée  de  du  relative  à  j  d'ordre  inférieur 
à  m' disparaîtra  avec  y — ji'-,  il  ne  restera  donc  que  le 
seul  ternie  (C),  devenu 


/    f  I    •••(P'<)'--^'^' 


et  pour  que  l'équation  Wg  =  o  soit  vérifiée,  il  faudra  que 
cette  dernière  expression  soit  elle-même  nulle,  ou  que 
l'on  ait 

/   /   p'(o';==o 

dans  toute  Tétendue  des  intégrations,  c'est-à-dii'e  entre 
les  limites  /     |     ^,   et  /     /     z,  de  r,  etc.   Mais  cette  fois 

encore/     /     fo„  ne  devient   pas  nul   entre  ces  limiles^  il 
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l'audra  donc  que  Ton  ait 


ri"'-"' 


nouvelle  relatiou  entre  les  inconnues  du  problème  qui  fait 
disparaître  le  terme  (C)  quel  que  soit  au.  Ce  terme  sup- 
j)rimé,  l'équation  W2  =  o  devra  encore  être  vérifiée  pour 
toutes  les  valeurs  ou  formes  de  ou.  En  appliquant  de  nou- 
veau le  même  raisonnement,  on  est  successivement  con- 
duit à  égaler  à  zéro  les  coefficients  de  au  et  de  ses  dérivées 
dans  tous  les  termes  renfermant  deux  signes  de  substitu- 
tion seulement,  ce  qui  réduira  Téquation  A\  ,  à  une  nou- 
velle équation 

W,  =  0, 

dont  chaque  ternie  renferme  au  moins  trois  sigues  de 
substitution  et  dans  laquelle  du  reste  encore  arbitraire. 
En  continuant  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  tous  les 
termes  de  l'équation  W  =  o,  et  étendant  les  mêmes  rai- 
sonnements à  toutes  les  variations  indépendantes  conte- 
nues dans  l'équation  primitive  JS  =  o,  on  arrive  enfin 
aux  conclusions  suivantes  : 

Pour  troui^er  toutes  les  relations  qui  doivent  exister 
entre  les  inconnues  du  problème  en  vertu  de  V équation 
J2  =  o  :  1"  on  réunira  en  un  seul  terme  toutes  les  ex- 
pressions  définies  qui  dans  cî2  renferment  la  même  dé- 
rivée d'une  môme  variation  sous  les  mêmes  signes  de 
substitution  ,•  2"  on  égalera  à  zéro  le  coejficient  de  cette 
dérivée  dans  chaque  terme  :  on  obtiendra  ainsi  autant 
d'équations  qu  il  y  a  de  termes,  chacune  de  ces  équations 
devant  être  vérifiée  dans  Vélendue  entière  du  terme  qui 
lui  a  donné  naissance,cest-à-dirc  pou/  toutes  les  valeurs 
des  variables  x,  y,  Zj .  .  . ,  déterminées  par  les  substitu- 
tions ou  comprises  entre  les  limita  des  inlégralions  dans 
le  terme  dont  il  s'agit. 
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Par  exemple,  le  ternie 


jJI-1 


K)  j       I      I     .  ..   l      Rfjdt.  .  .dx. 


que  nous  supposons  faire  partie  de  cî2  et  dans  lequel 
Q  représente  soit  la  variation  ou  de  l'une  des  inconnues  ii, 
soit  une  dérivée  quelconque  de  du  relative  aux  variables 
de  substitution  .  fei^a  naîlre  l'équation 


11 


R  =  o, 


(|ui  doit  subsister  dans  toute  l'étendue  des  intégrations. 

o3,  Jusqu  ici  nous  avons  supposé  que  les  inconnues  et 
leurs  variations  étaient  fonctions  de  toutes  les  variables 
X,  y,  z,.  .  .  ,r^  et  il  peut  arriver,  au  contraire,  qu'elles 
ne  dépendent  que  de  quelques-unes  de  ces  variables.  Dans 
ce  cas,  la  règle  que  nous  venons  d  énoncer  a  besoin  d'une 
légèn;  modification.  Admettons,  pour  rester  dans  l'exem- 
ple choisi,  que  9  soit  une  fonction  arbitraire  de  -t^j,  mais 
qu'elle  ne  doive  pas  renfermer  d'autres  variables,  et  fai- 
sons, pour  abréger, 


le  terme  (K)  pourra  s'écrire 


n 


R'  9  dx , 


le  nouveau  coefficient  R'  étant  fonction  des  seules  varia- 
bles X,  )  -,  on  reviendra  ainsi  au  cas  précédent,  et  il  fau- 
dra encore  que  1  on  ait 


/■'•p.' =  /"/"'..  f'-a,. 
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pour  toutes  It-s  valeurs  de  x  «omprises  entre  les  limites 
JC\  et  JC9  • 

Eu  général,  lorsqu'une  inconnue  ne  dépend  pas  de 
quelques-unes  des  variables,  ou  fera  sortir  sa  variation 
et  les  dérivées  de  sa  variation  des  signes  /  et  /  relatifs  à 
ces  variables  et  l'on  appliquera  ensuite  la  règle  du  nu- 
méro précédent. 

5i.  II  peut  arriver  que  dans  une  des  expressions  dé- 
finies qui  composent  la  variation  (îS,  les  deux  limites 
d'une  intégration  coïncident  par  suite  des  substitutions 
qu'on  aura  faites  5  il  peut  arriver  encore  que  deux  expres- 
sions définies  ne  différant  Tune  de  l'autre  que  par  les 
limites  accolées  auK  signes  de  substitution, 

jr-ff...ao..  .. -£■/•''/■'... R«...... 

par  exemple,  se  détruisent  par  la  coïncidence  des  valeurs 
subâliluées,  ou  par  la  relation 


/"-/■■■■ 


Dans  ces  deux  cas,  évidemment,  les  tei  mes  ou  exjires- 
sions  définies  dont  il  s'agit's'évanouiront  identiquement 
sans  fournir  aucune  équaliou  de  condition  entre  les  fonc- 
tions inconnues  et  les  variables  indépendantes. 

00.  La  règle  énoncée  u"  52  revient  à  dire  que,  dans 
l'expression  de  o2,  ordonnée  comme  elle  doit  l'être,  on 
peut  regarder  les  variations  et  leurs  dérivées  contenues 
dans  les  dillérenls  termes  comme  des  quantités  arbitraires 
et  indéj)endantes  les  unes  des  autres.  iSous  savons  d  ail- 
leurs que  les  valeurs  limites  des  variations  et  de  leurs^dé- 
rivées  sont  liées  aux  variations  îles  valeurs   limites   des 
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ionctions  inconnues  et  de  leurs  dérivées  par  des  relations 
simples  et  linéaires,  d'où  il  suit  qu'on  pourrait  encore 
regai^der  ces  dernières  variations  comme  arbitraires  et  in- 
dépendantes les  unes  des  autres.  Donc,  si  Ton  avait  intro- 
duit, au  moyen  des  relations  dont  il  s'agit,  les  variations 
des  valeurs  limites,  et  qu'on  eût  ordonné  JS  par  rapport 
à  elles,  de  manière  que  chaque  tei^me  renfermât  la  varia- 
tion soit  d'une  inconnue,  soit  de  la  valeur  limite  d'une 
inconnue  ou  de  sa  dérivée  prise  toujours  par  rapport  à 
une  ou  plusieurs  variables  de  substitution,  on  trouverait 
encore  les  diverses  conditions  du  maximum  ou  du  mini- 
mum, en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  la  variation  pour 
chaque  terme  séparément.  Seulement  si,  par  sa  nature 
même,  la  variation  était  indépendante  de  certaines  varia- 
bles, on  devrait  la  faire  sortir  des  signes  de  substitution 
et  d'intégration  relatifs  à  ces  variables,  avant  d'appliquer 
la  règle.  Cette  règle  pourrait  d'ailleurs  se  déduire  facile- 
ment du  principe  qu'on  peut  assujettir  une  fonction  in- 
déterminée Il  à  conserver  des  valeurs  fixes  quelconques 
aux  limites  de  certaines  variables^,  tout  en  la  faisant  varier 
aibilrairement  entre  ces  limites.  Mais  nous  croyons  inu- 
tile d'entrer  dans  les  détails  d'une  nouvelle  démonstra- 
tion-, il  nous  suffira  d'avoir  donné  cette  indication  d'une 
manière  générale. 

Pour  faire  disparaître  ce  qui  semblerait  peut-être 
un  peu  vague  dans  ces  considérations  abstraites,  et  pour 
établir  en  même  temps  des  formules  générales  dont  nous 
ferons  plus  tard  des  applications  particulières,  nous  allons 
chercher  successivement  les  conditions  du  maximum  ou 
du  minimum  des  intégrales  simples,  doubles  et  triples,  en 
discutant  pour  chacune  d'elles  les  diverses  restrictions 
relatives  aux  limites  qui  peuvent  se  présenter. 
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SIXIÈME  LEÇOIN. 

Maxima  et  minima  des  intégrales  simples,  renfermant  une  seule  fonctioi! 
inconnue.  —  Absence  de  maximum  et  de  minimum  absolu.  —  Diverses 
hypothèses  ou  restrictions  relatives  aux  limites.  —  Cas  où  l'équa- 
tion indéfinie  s'intègre  immédiatement.  —  Cas  exceptionnel  où  il 
y  a  plus  d'équations  que  d'inconnues.  —  Cas  où  les  valeurs  limites  do 
■^j  X,  y>---,  entrent  dans  la  l'onction  à  intégrer.  —  IMaxima  et  minima 
des  intégrales  simples  renfermant  deux  fonctions  inconnues. 


66.  I.  On  cherche  le  maximum  ou  le  minimum  de  Vin- 
S=  /      Yd.T, 


lêgrale 


dans  laquelle 

y=f[.T,   y,    r',    r",...,    jW), 

■y  étant  une  fonction   inconnue  de  x,  et  j',)"..  .  .,  ses 
dérif^ées  successives. 

La  variation  àc  cfllo  iulcgrale  (n"  Stî),  ordoniicH' 
lomme  elle  doit  l'ctre  (ii"  oO),  fomprcnd  les  ternies  sui- 
vants : 


;i)  I       {V)Syd.r 

d"-'Sy 


••-         (P-1 


'   dr'-' 

d"-'  3r 
d.T"-' 
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Eli  égalant  à  zéro  le  premier  terme,  on  trouve  d'abord 
réquaiion  indéfinie  (P)  =  o,  ou 

d?,        cl  ■'9,  _|_^^"P»_ 

(Ix  cl.T-  dx" 

qui  doit  subsister  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  les  limites  Xi  et  x^.  Cette  équation  différentielle, 
qui  est  en  général  de  l'ordre  in  ou.  contient  les  dérivées 
de  ^^  jusqu'à  7''°"^,  donnera  par  l'intégration  la  valeur  de 
y  en  fonction  de  x  et  de  a/z  constantes  arbitraires. 

Les  termes  (II),  égalés  à  zéro,  fourniront  à  leur  tour 
•>.n  équations  aux  limites  : 

I   /  '(P,!==o,       /     (P,)=-o,...,      I    (P„)  =  o, 

(2)  ■; 

I  j    (P/)  =  o,      j    (P.)-=o,.  ..,      j    (P„)  =  o, 

auxquelles  on  joindra  les  deux  équations 

(3)  /    V=o,      I    V=o, 

qui  doivent  leur  existence  aux  termes  (lll). 

Telles  sont  les  diverses  conditions  du  maximum  ou  du 
minimum  absolu  de  Tintégrale  S.  On  satisfera  aux  équa- 
tions (2)  au  moyen  des  m  constantes  arbitraires  conte- 
nues dans  la  valeur  générale  de  i  ,  et  ces  constantes  se 
trouveront  ainsi  déterminées  ou  exprimées  en  fonctions 
des  limites  Xi,  x^.  Il  ne  restera  alors  qu'à  déterminer  ces 
limites,  et  il  semble  au  premier  abord  qu'on  puisse  le  faire 
au  moyen  des  deux  dernières  équations  (3).  Mais  si  l'on 
considère  plus  attentivement  la  forme  de  ces  équations,  on 
verra  que  dans  le  cas  actuel  elles  ne  conduiraient  à  aucun 
résultat  utile.  En  eft'et,  comme  les  équations  (2),  qui  servent 
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à  réliminatioii  des  in  constantes  arbitraires,  foiniciii 
Jeuxséries  composées  la  première  en  .Tj  ,  comme  la  seconde 
Test  en  Xj ,  ces  deux  limites  entreront  de  la  même  ma- 
nière dans  la  valeur  définitive  de  j",  qui  sera  nécessaire- 
ment symétrique  par  rapport  à  x^  et  x.^ .  Il  en  sera  de 
même  de  la  fonction  V,  d'où  Ton  conclura  que  si  l'une 
des  équations  (3)  prend  la  forme /^(xi  ,  .Tj)  =  o,  l'autre 
seraf^x^ ,  Xi)  =  o.  Résolues  tour  à  tour  par  rapport  à  Xi 
et  J"2 ,  ces  deux  équations  donneraient  donc  la  même  va- 
leur, ou  Xi  =Xf,,  ce  qui  rendrait  l'intégrale  S  nvdle 
quelle  que  fût  la  fonction  y  5  et  dès  lors,  évidemment,  il 
ne  pourrait  plus  être  question  ni  de  maximum,  ni  de  mi- 
nimum. C'est  du  reste  à  quoi  l'on  devait  s'attendre 5  car 
si  la  fonction  y  et  les  limites  Xi ,  x^  peuvent  se  déformer 
en  même  temps,  sans  être  assiijetties  à  aucune  restriction, 
il  est  clair  que  l'intégrale  proposée  pourra  elle-même 
croître  ou  décroître  indéfiniment,  et  qu'il  n'y  aura  plus 
lieu  à  chercher  sa  valeur  maxima  ou  minima.  L'analyse 
et  le  raisonnement  s'accordent  donc  à  montrer  que  le  pro- 
blème n'aura  de  solution  qu'autant  que  les  valeurs  limites 
de  quelques-unes  des  quantités  x,  >',  y',  j", .  .  . ,  ■)  f"~^^  se- 
rontdonnées  ou  assujetties  à  remplir  certaines  conditions. 
Ces  conditions  ou  restiictions  relatives  aux  limites  peuvent 
être  très-diverses  ou  formvilées  de  plusieurs  manières; 
le  plus  souvent  elles  rentrent  dans  l  une  des  hypothèses 
suivantes. 

S7.  1°  Les  limites  de  l'intégration  .r,,  Xj  sont  don- 
nées. —  En  vertu  de  cette  restriction ,  on  a  cJ-r,  =  o, 
cJjTî  =  o-,  les  termes  (III)  sont  identiquement  nuls  et  les 
équations  (3)  n'ontplus  lieu. La  solution  du  problème  dé- 
pend alors  de  ré([ualion  indéfinie  (i),qui  donne  la  valeui 
de  j' avec  an  constantes  arbitraires,  et  des  2;?  équations 
aux  limites  (2)  qui  servent   à  délerniinci'  <<'s  consinnics. 
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a"  On  a  donjié  les  limites  Xy ,  x^  et  e?t  outre  les 
valeurs  limites  de  quelques-unes  des  fonctions  y,  j\ 
j'\...^  j^''~^K — Par  la  même  raison  que  dans  l'hypothèse 
précédente,  les  équations  (3)  n'existent  plus.  Il  résulte 
d'ailleurs  des  équations  (2),  \\°  33,  que  dans  le  cas  où 
oxy  =  dx^  =  o,  les  valeurs  limites  des  variations 

à  y,       —, —  •)       — —-  ?  •  •  •  1 

coïncident  respectivement  avec  les  variations  des  valeurs 
limites  de 

<ly         d"^  y 
a.i         dx' 

Icscjuelles  seront  nulles,   si  ces  valeurs  limites  doivent 

1  osier  fixes.  Or  c'est  ce  que  nous  supposons  avoir  lieu  pour 

quelques-unes  d'entre  elles  ;  donc  aussi  les  valeurs  limites 

1  ,  .     .  ^       dBy 

de    quelques-unes   des    variations  O7,  — —  ^•••,    seront 

nulles,  ce  qui  fera  disparaître  un  certain  nombre  des 
lermes  (II)  et  celles  des  équations  (2)  qui  leur  corres- 
pondent. Mais  ces  équations  seront  remplacées  par  les 
conditions  mêmes  qui  assignent  à  quelques-unes  des  fonc- 
tions j,  y'>y"',  •  •  •  ■>  7^"~'^  des  valeurs  limites  déterminées, 
conditions  dont  le  nombre  est  toujours  égal  à  celui  des 
<k|uations  disparues.  Ces  conditions  primitives,  jointes  à 
celles  des  équations  (2)  qui  restent,  suffiront  donc  encore 
a  déterminer  les  111  constantes  arbitraires. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  donné  ou  rendu 
fixes  la  limite  X\  et  les  valeurs  limites  correspondantes  de 
j^  }■■',  de  sorte  fju'on  ait 

^.f,  =:  o,      ^/     r=o,        fî/      >'nr-o; 
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on  aura  en  même  temps 


/'  ,  /   ' doy 


par  suile  les  deux  premiers  termes  (II)  relatifs  à  Xj  sont 
identiquement  nuls  et  les  deux  premières  équations  (2) 
n'ont  plus  lieu  5  mais  elles  se  trouvent  remplacées  de  fait 
par  les  conditions  de  fixité  des  valeurs  limites  dey  et  dey'. 

3"  Les  ^>aIeurs  limites  de  quelques-unes  des  fonctions 
y->  y' >y"  ->'  ■  *  ■>  JX'"~^^  sont  fixes  et  données,  sans  que  les 
limites  Xi,  ./"s,,  soietit  déterminées.  —  Supposons  qu'on 
ait  donné  les  valeurs  dey,  y',  j", ....  y^"~^^  correspon- 
dantes à  la  limite  inférieure  x^.  Les  variations  de  ces 
valeurs  fixes  étant  nulles,  les  relations  (2)  du  n"  33  de- 
viennent 

/".,=-/'■,....„  /■■^  =  _/%.,.„.,  , 

Si  l'on  substitue  ces  vale'^urs  dans  les  n  termes  (II)  relatifs 
à  Xi,  ces  termes  ramenés  à  ne  plus  contenir  que  la  varia- 
lion  dXi  se  réuniront  au  second  terme  (III)  dans  une 
seule  expression  définie 

et  ne  fourniiont  plus  (ju  une  seule  équation 

(4)     /  '[v~  (p,,,  r'-(p,)y-...-(p„)r(")]-o, 

laquelle  se  joindra  aux  n  conditions  àc  fixité  pour  rem- 

8. 
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placer  les  n  premières  écpiations  (2)  et  la  première  équa- 
tion (3). 

Si  l'on  avait  fixé  seulement  les  valeurs  limites  infé- 
rieures de  J-,  y,  les  deux  premières  équations  (2)  et  la 
première  équation  (3)  seraient  remplacées  par  réquatiou 
unique 

^  '[V-(P,)j'-(P.)r"]  =  o, 

à  laquelle  on  ajouterait  les  deux  conditions  qui  assignent 
à  y,  j^'des  valeurs  limites  déterminées. 

4''  Les  ^mle^lrs  limites  de  x,  J-tj',  j'\  •  •  • ,  JK'""~^'  sont 
liées  entre  elles  par  des  relations  données.  — Soit 


/" 


(5)  J      f[.r,r,j',j",...,  >-("-')]=- o 

une  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  valeurs  li- 
mites de  J^,  j,  j', .  .  . ,  j^'^~^K  En  prenant  la  variation  et 
désignant,  pour  abréger,  par  f  la  dérivée  totale  de  f  rela- 
tive à  X,  ou  posant 

dî       di     ,        d(     „  dî        ,  , 

i= 1 1   H 1  y  +  . . .  -I r'-"K 

dx        dr  "  dr    ''  dy'^"    '^  ' 

on  trouve  (n"  30) 

/      Wr  dr'    dx  r/r("-')    dx^-'  1 

équation  dont  on  peut  se  servir  pour  éliminer  des  «4-i 

termes  (II)  et  (III)  relatifs  à  .r, ,  soit  J.r,,  soit  la  valeur 

flà  y  d^   '  0  y 

limite  de  l'une  des  variations  dr,  — — -  ^  •  •  ■•>  —, Dès 

dx  dx"~' 

lors  ces  termes  ne  fourniront  que  //  équations  qui,  jointes 
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à  la  condition  primitive  (5),  remplaceront  les  /î  premières 
équations  (2)  et  la  première  équation  (3). 

Admettons,  par  exemple,  qu'à  la  limite  inférieure  de 
Tintégrale,  y  doive  coïncider  avec  une  fonction  connue 
f  (:c),  de  sorte  que  l'on  ait 

(7)  /   '[/-t'(-^)]  =  o, 

et,  par  suite, 

/  '{ -îr-l-Lr'-f '(.':)] ^a,-,!  =  o; 
les  deux  termes 

ne  contiendront  plus  qu'une  seule  variation  ijidépendanle 
et  s'uniront  pour  fournir  une  seule  équation 


(8) 


/  V-[j'-f'(.^)J(P.)î  =  o, 


laquelle,  jointe  à  la  condition  (7),  remplacera  la  première 
équation  (2)  et  la  première  équation  (3  ). 

Quelles  que  soient  les  restrictions  auxquelles  on  assu- 
jettisse les  limites  Xj,  x^  et  les  valeurs  limites  de  la  fonc- 
tion y  et  de  ses  dérivées^', j)^", . . . ,  _7^"~^^  on  a  en  général 
autant  d'équations  que  d'inconnues,  et  à  moins  qu'il 
n'arrive  par  des  suppositions  particulières  que  ces  équa- 
tions deviennent  équivalentes  ou  incompatibles,  elles 
suffiront  toujours  pour  déterminer  la  fonction  y  avec  ses 
in  constantes  arbitraires,  et  les  limites  x,,  x,  de  l'inté- 
grale. 

08.  Au  lieu  d  éliminc.'i  •  iinmédiatcnuMit  une  ou  plu- 
sieurs variations ,  comme  nous  l'avons   fait   dans  (•(     (lui 
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précède,  on  pourrait  tenir  compte  d'une  restriction 
quelconque  /    U  ==  o ,    dans  laquelle  U  est  fonction  de 

X,  j,  j ',  )  ",.  .  . ,  en  introduisant  un  facteur  indéter- 
miné (n°  48),  c'est-à-dire  en  cherchant  le  maximum  ou 
le  minimum  absolu  de  la  somme 

I       Vdx  +  al     U. 

11  faudrait  alors  ajouter  à  la  variation  déjà  calculée  de 
l'intégrale  ou  du  premier  terme ,  celle  du  second  terme 

-      /''\t         r'^dU  ^         d\]  dSr  ,   ,',,    I 

/.,,         /,,,  (  dy         dy    dx  \ 

\y  étant  la  dérivée  totale  de  U  relative  à  a:, 

,       dU        r/U     ,        d\]     „ 

et  égaler  à  zéro  la  somme  des  deux  variations,  ce  qui  don- 
nerait :  i"  la  même  équation  indéfinie  (P)  :=  o  qu'aupa- 
ravant, 2*^  les  équations  aux  limites 


\     (V4-«U')=:o,  ^ 


(V+r/l]')  =  o. 


Si  U  ne  renferme  les  dérivées  à&j  que  jusqu'à  l'ordre 
}L  —  I  inclusivement,  ces  équations  aux  limites  seront  en 
nombre  2«+  a,  et  sullironl  généralement  à  déterminer 
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les  'in  coustantes  introduites  par  rintégration,  et  les  li- 
mites Xi,  Xi.  Quant  à  la  nouvelle  constanie  «,  on  en  dis- 


Mais 


posera   pour  satisfaire  à   la  condition    /    11=  o. 

lorsque  l'ordre  des  dérivées  de  j.  contenues  dans  U, 
excède  n —  i,  on  aura  plus  d'équations  aux  limites  que 
de  constantes  à  déterminer,  et  le  problème  ne  sera  plus 
possible,  si  ce  n'est  dans  des  cas  exceptionnels  et  très-pai  li- 
culiers.  Donc,  en  général,  pour  qu'une  intégrale  S=J^  clx 
ait  un  maximum  ou  un  minimum,  il  faut  avant  tout  que 
les  restrictions  auxquelles  on  assujettit  les  valeurs  limites 
de  y  et  de  ses  dérivées  successives,  n'atteignent  pas  la  der- 
nière des  dérivées  contenues  dans  \,  ni  celles  qui  la 
suivent. 

59.  Il  est  des  cas  où  l'équation  indéfinie  (i)  peut  s  in- 
tégrer une  ou  plusieurs  fois  sans  qu'on  ait  besoin  de  con- 
naître ou  de  déterminer  complètement  la  forme  de  la 
fonction  V.  Il  suffit,  en  effet,  de  savoir  qu'elle  ne  renferme 
pas  la  première,  ou  les  deux  premières,  ou  les  trois  pre- 
mières, etc.,  des  fonctions  j',  7  ',  y" . .  .  . ,  y'"''  pour  qu'on 
})uîsse  effectner  immédiatement  une,  deux,  trois,  etc., 
intégrations  successives.  Supposons,  par  exemple,  que  \' 
ne  renferme  pas  j^  mais  seulement  ses  dérivées;) ',  y" 

y'-"K  Puisque  alors  la  dérivée  partielle  —  =P  est  nulle, 

l'équation  (i)  devenue 


dx  d.r'  ^    dx" 

s'intègre  immédiatement  et  donne 

r/Pj  d"-'P„ 

P,-— '-h...Ii:-—^"  =  c„      un        l\=c,. 
(Ix-  dx"    ' 

Si  \    ne  coiiliciil  |ia>  non    plus  \  '.    la  dcinéc   |),iili«'llr 
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(IV 

~j-j  =  P]  est  aussi  nulle  5  et  l'on  peut  intégrer  une  seconde 
lois  ,  ce  qui  donne 

Po -j H  •  •  ■  ±     ,  „    ,   =  C2  —  c,x^      ou       P,)~c,  —  6',j;-. 

a.v  «jr"~^ 

En  général,  si  les  m  premières  des  fonctions  y,  y', 
y'\.  .  . ,  r^"^  n'entrent  pas  dans  l'expression  V,  les  m  dé- 
rivées partielles  P,  Pi,  Po,  •  •,  Pm-i  et,  par  conséquent, 
les  m  premiers  termes  de  l'équation  (i)  seront  nuls;  on 
pourra  donc  intégrer  m  fois  de  suite,  ce  qui  donnera  suc- 
cessivement 

(P,)  =r,-  f,-, 


10)    ((P,)   =:C3 <",  -  -t-f, 


^-T/nj— ^  C,„  C,„ — I         (—  C,„_. 


I  ,2. 3. ..(m  —  l) 


Le  résultat  définitif  de  ces  intégrations,  ou  l'équation 
didérentielle 


II)  t-mh^O,,—  Cm-i- 


I        '  i  .1.3 .  .  .[m  —  t) 

dans  laquelle,  d'après  les  notations  admises,  (P,„)  repré- 
sente 

rf  P  /'/«—'"  P 

a.T  ax"~"' 

ne  renfermera  évidemment  que  les  dérivées  de  y  jusqu'à 
^  '2«-"')  inclusivement-,  l'ordre  de  l'équation  primitive  (i) 
sera  donc  abaissé  de  m  unités. 

Il  se  présente  ici  une  particularité  que  nous  devons  faire 
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counaitre.  Si  les  valeurs  lirai  les  des  fonctions  j,j'',  y'\ .... 
^,  (m-i)^  qui  ont  disparu  de  Y,  ne  sont  assujetties  à  aucune 
restriction,  le  problème  reste  en  partie  indéterminé.  Sub- 
stituant, en  effet;,  les  valeurs  (lo)  de  (Pi),  (P?)')  •  •  •  ?  (Pm)i 
dans  les  m  premières  équations  (2)  pour  en  déduire  les 
valeurs  des  constantes  arbitraires  Cj,  c,, .  .  . ,  c,„,  on  trouve 


C„,  =  G  . 


valeurs  qui  rendent  en  même  temps  identiques  les  m  pre- 
mières équations  de  la  seconde  série  (2).  Il  ne  restera  donc 
plus  que  in —  ini  équations  pour  déterminer  les  nn  —  m 
constantes  nouvelles  amenées  par  l'intégration  de  l'équa- 
tion (11)  devenue  (P,„)  =  o  -,  et  par  conséquent  ni  d'entre 
elles  demeureront  arbitraires. 

C'est  du  reste  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir.  En  effet, 
puisque  V  ne  renferme  pas  les  fonctions  }  ,j)^,j)'",...,  v"'~', 
et  que  ces  fonctions  n  entrent  pas  non  plus  dans  les  con- 
ditions relatives  aux  limites,  on  aurait  pu  prendre  j^'"'- 
pour  fonction  inconnue  et  clierclier  la  forme  à  donner  à 
cette  fonction  pour  rendre  l'intégrale  S  maximum  ou 
minimum.  La  valeur  en  x  de  j)'^*'"*  une  fois  trouvée,  pour 
remonter  à  la  fonction  primitive  j',  il  faudrait  encore  in- 
tégrer m  fois  de  suite,  ce  qui  introduirait  nécessairement 
dans  le  résultat  définitif  ni  constantes  arbitraires. 

60.  L'équation  différentit^lle  (P)  =  o  peut  encore  être 
intégrée  immédiatement  une  fois,  lorsque  la  fonction  V 
est  linéaire  par  rapport  à  j,  et  que  de  plus  le  cocflicient 
dej"  ne  contenant  que  x  prend  la  forme  ^'(x).  Dans  cette 
hypothèse,  en  effet,  on  a  P  =  o'  [x)  et  l'équation  (P)  =  o 
devient 

ou.  en  intégrant, 

(  P,  )  =  /<}.'  (x)  <lx  =.  *  (X  )  -h  r. 
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Mais,  dans  ce  cas,  si  les  conditions  (2) 


j    (P,)  =  o,      j    (P,)  =  o, 


existent,  c'est-à-dire  si  l'on  n'a  apporté  aucune  restric- 
tion aux  valeurs  limites  de  la  fonction  j^.  le  problème  sera 
indéterminé  ou  impossible;  car  la  valeur  <x>  [x] -\- c  de 
(Pi)  substituée  dans  les  deux  équations  dont  il  s'agit, 
donnera 

9(x,)  +  c  =  o,      <5)(x2)  +  c  =  o, 

et  ces  équations  sont  incompatibles  à  moins  que  (^  [xi]  ne 
soit  égala  ^(xa).  Si,  accidentellement,  cette  condition 
est  remplie,  il  est  vrai  qu'on  pourra  satisfaire  aux  deux 
dernières  équations  par  une  valeur  convenable  de  la 
constante  c.  Mais  elles  n'établiront  alors  qu'une  seule 
condition  et  l'on  n'aura  en  réalité  que  2  «  —  i  équations 
aux  limites  pour  déterminer  les  2  n  constantes,  dont 
l'une  au  moins  restera  arbitraire. 

61.  Enfin,  l'ordre  de  l'équation  différentielle  (i)  peut 
encore  s'abaisser  d'une  unité,  lorsque  V  ne  contient  pas 
explicitement  la  variable  x,  quelle  que  soit  d'ailleurs  sa 
forme.  En  effet,  la  dérivée  totale  de  Y  étant  dans  cette 
bypotbèse 

dV  , 

— -  =  p  r'  -H  P,  y"  ^  P,  r'"  -h  . .  .  4-  P„  j  '^"^'' , 

dx 
si  l'on  y  substitue  pour  P  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (1) 

,   ^/"P„ 


r/P,         d^P 

p • 

dr          dx'' 

oji  aura 

dV 

=  P,V"      -r-P.j'" 

dP,     ,       d'P, 

"*"   djc   •■             d.r'    ■ 

dx" 


y  -h 


'i"  P« 

dx" 


riP, 

dx 

y 

d  P:, 

Y 

r/=P, 

dx 

d.v- 
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Or,  le  second  membre  de  cette  nouvelle  équation  est  une 
dérivée  exacte  ou  la  somme  de  dérivées  exactes,  comme 
on  le  voit  en  groupant  les  termes  deux  à  doux, 

dx  dx 

d-P-,      ,         d    i 
P^  r'"--— ^r'=r—    P,  ,-■ 
dx-  dx  \ 

--/'P.      .         d   ( 

Substituant  et  intégrant,  on  aura  donc 

V=r+P,j' 

dx 

('2)     <       •^P3j'--7^y-^^^r 

1  dx  ax- 


^      ,  dP„     ^  .    ./"-'P., 


dx"- 


équation  qui  est  tout  au  plus  de  Tordre  an  —  i . 

Par  exemple,  si  V  ne  renfermait  quey,  l'équation  in- 
définie (i)  se  réduirait  à  \'=  c,  d'où  j"  =  constante.  Si  \ 
était  fonction  de  la  seule  dérivéej',  on  trouverait  encore, 
en  prenant  j^'  pour  fonction -inconnue,  \  =  c,  et^  par  con- 
séquent, y'=  const. ,  j=  ax  4-  ^.  Si  les  dérivées  j',  y" 
entraient  seules  dans  \  ,  on  aurait,  en  prenant  y'  pour  foni- 

•        •  A'  ,    d"^     „  •      •   1 

tion  inconnue,  >  =  c -i — ——y  :  cl  ainsi  des  autres. 
dy  •' 

62.  Nous  avons  déjà  fait  remarquer  que  le  nombre  des 
équations  est  en  général  égal  à  celui  des  inconnues  et  (jue 
les  valeurs  de  celles-ci  ne  deviennent  impossibles  ou  indé 
terminées  que  par  suite  de  suppositions  particulières  qui 
rendent  les  éq nations  aux  limilcs  iMcomp.iliblcs.ou  é«juiva- 
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ieates  eu  ce  sens  que  quelques-unes  d'entre  elles  puissent 
se  déduire  les  unes  des  autres.  Il  est  cependant  un  cas  où 
lenombre  des  équations  est  plus  grand  quecelui  des  incon- 
nues, et  qui  forme  par  là  une  exception  à  la  théorie  géné- 
rale; c'est  lorsque  V  est  linéaire  par  rapport  à  la  dérivée 
j(^)  (Je  l'ordre  le  plus  élevé.  En  effet,  cette  forme,  comme 
on  Ta  vu  n°  3o,  fait  disparaître  de  (P)  les  deux  dernières 
dérivées  _7^^"~'\  J^^"\  de  sorte  que  l'équation  (i)  ne 
sera  plus  que  de  l'ordre  2/z  —  2,  et  donnera  la  valeur  de 
r  avec  an —  2  constantes  arbitraires,  tandis  que  les 
é  juations  aux  limites  (2),  ou  les  conditions  qui  pour- 
raient les  remplacer,  seront  toujours  en  nombre  Q.n.  II  y 
a  donc  plus  d'équations  que  d'inconnues,  et  le  pro- 
blème est  impossible,  à  moins  que  des  suppositions  parti- 
culières ne  fassent  que  certaines  équations  aux  limites 
rentrent  dans  les  autres  ou  se  déduisent  des  autres. 

Supposons,  par  exemple,  qu'en  outre  des  limites  Xj, 
o-'o,  on  ait  fixé  les  valeurs  extrêmes  dey.  Les  équations  (2) 
en  (Pi)  disparaissent,  et  les  2/z —  2  équations  qui  restent 
suffisent  à  déterminer  les  2« — 2  constantes.  Dès  lors 
la  fonction  j-  est  entièrement  connue  et  l'on  peut  calculer 
ses  valeurs  extrêmes  que  nous  appellerons,  pour  un  in- 
stant, Z>,,  b^.  Il  faut  donc  que  les  valeurs  fixes,  qu'on 
avait  assignées  d'avance  aux  valeurs  extrêmes  de^'^,  soient 
précisément  Z^j,  b^-^  autrement  les  conditions  aux  limites 
seraient  incompatibles  et  le  problème  n'aurait  pas  de 
solution. 

63.  Jusqu'ici  nous  avons  supposé  que  Vêtait  fonction 
des  seules  quantités  x,  r,  j  ',  j", .  .  , ,,  y^"K  Si  \  renfer- 
mait en  outre  les  valeurs  limites  de  quelques-unes  de  ces 
quantités,  l'équation  indéfinie  (1)  aurait  encore  la  même 
Ibrme,  mais  les  équations  aux  limites  (2)  et  (3)  subiraient 
des   modifications  que    nous   allons   indiquer   en  ))eu  de 
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mots.  Admettons,  pour  fixer  les  idées,  lUie  \  ,  avec  x,y\, 
y', .  .  . ,  j^"^t  contienne  les  valeurs  limites  inférieures  de 
j7,  y,  y', .  .  . ,  J''"~'^  valeurs  que  nous  désignerons,  pour 
abréger,  par  ^,  •/;,  r/. ,  .  . ,  ri'"~^\  en  sorte  que 


^1.      ^  =1    J)      "'  =  /    ^'' 


Conservant  à  P,  Pj,  Pj..  .  •   leurs  significations,  posons 
en  outre 

rfV  r/V  _  r/V 

— ■   =  rT,  — -—    CT,,  — ,    —    CT,,..., 

aç  rt>7  «yj 


2  r/j7  =r   (7  .  , 


iious  aurons 


^V^P-îr-^-P,  — ^  +.  ..  +  p„  --^ 
dx  c/.i" 

-+-  uot,  -f-  n,  0/)  H-  CT.fî-fl'  +  .  .  .  4-  cTnfîyit""'^. 

Aux  termes  de  la  variation  de  l'intégrale   S  que   nous 
avons  considérés  précédemment,  il  faudra  donc  ajouter 


r 


(îTTfîÇ  -h  rr,  rj»3  H-  rr.rji,'  -f-  .  .  .  _|-  „   ,J„(/i-i)^  ^/.j.  ^ 


OU,  ce  qui  revient  au  même,  puisque  J|,  o/;,  cJr/, .  .  . 
dépendants  de  .r,  peuvent  sortir  du  signe  y, 

Or,  d'après  la  définition  même  des  ({uatilés  >.  r,.  r! 
on  a 
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rensemble  dos  termes  (ju'oii  doit  ajouter  à  la  variation 
de  l'intégrale  peut  donc  s'écrire 

/■''  /     ,  dèr  d"-'3r\ 


Dès  lors,  en  égalant  à  zéro  la  variation  complète  de  l'in- 
tégrale S,  on  obtiendra  la  même  équation  indéfinie  (i) 
et  les  mêmes  équations  pour  la  limite  supérieureXo  qu'au- 
paravant; mais  les  équations  relatives  à  la  limite  infé- 
rieure x\  deviendront 


[V  —  c  —  <j\  y'  —  '^1  J'"  —  •  •  •  —  "■„  J»' 


('■')l  = 


On  aura  donc  encore  le  même  nombre  d'équations  qu'au- 
paravant, mais  ce  nombre  deviendra  plus  grand  si  V 
contient  les  valeurs  limites  de  f^"^  ou  des  dérivées  d'ordres 
supérieurs;  le  nombre  des  équations  aux  limites  dépas- 
serait alors  le  nombre  des  constantes  indéterminées  et  le 
problème  du  maximum  ou  du  minimum  serait  en  géné- 
ral impossible. 

G4.   II.    On  cherche  le  maximum   ou  fe  minimum  de 
Vintégrale 


r 


s  =  I     \<u . 
(lafis  laquelle 

Vr=/f.r..r.  .)■',. 7%...,  j("0,z,z',z",...,zi"y_ 
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Y  et  z  étant  deux  fonctions  inconnues  de  In  voriahle  x, 
ety'^  y", .  .  .  ,  "',  z", .  .  . ,  leurs  dérivées  successi\^cs. 

Quand  on  égale  à  zéro  la  variation  de  l'intégrale  S 
trouvée  n°  36,  en  admettant  que  les  limites  x,,  a'2,  ainsi 
(jue  les  valeurs  limites  de  j^,  z  et  de  leurs  dérivées  ne 
soient  assujetties  à  priori  à  aucune  restriction,  les  termes 
affectés  d'intégration  fournissent  les  deux  équations  in- 
définies 

(P)  =  0,        (Q)::=0, 


(•) 


r/P,         f/=Pj  ,    d'"'P„ 

d.v  dx^  djf" 

dx  dx-  dx" 


/q- 


=  o  ; 


les  termes  alfeclés  de  substitution  et  renfermant  ày^  0  z 
on  leurs  dérivées,  donnent  les  i{in-\-n]  équations  aux 
I  i  m  i  tes 


o, 


P™]  =  o, 


\   '(P,)=o,      I   '(P.)  =  o,    .     ,      ^ 
/     (P,K-rTO,      /     (P,)  =  n,.    .,       / 

\  '(Q.)--o.    /    (Q.)  =  ",--,     \    (Q,,)--- 
auxquelles  s'ajouleiil  les  deux  nouvelles  é(niniinns 

(3)  /''v-o,      ['v=u, 

piovcManl  iNs  urmcs  en  cîx,  (il  à  x ,. 
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Les  deux  équations  diirérenlielles  simultanées  (i),  qui 
doivent  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  eoniprises 
entre  les  limites  de  l'intégrale,  serviront  à  déterminer  les 
formes  générales  des  fonctions  y  et  z.  Or,  puisque  V  et 
ses  dérivées  partielles  P,„,  Q„  contiennent  les  dérivées  dey 
jusquày^'"^  et  celles  de  z  jusqu'à  z'"'  inclusivement,  la 
première  de  ces  équations  sera  de  l'ordre  2  ni  par  rapport 
à  f  et  de  l'ordre  m  -+-  n  par  rapport  à  ^,  tandis  que  la  se- 
conde sera  de  l'ordre  m  -f-  n  par  rapport  h  j  et  de  l'ordre 
2«  par  rapport  à  z,  c'est-à-dire  que  les  deux  équations 
indéfinies  prendront  les  formes 

cp  [x,  j,  j', .  .  . ,  yV-'-),  z,  -J,  ...,  zC^+'O  j  =  o, 
,1;  [x,  J,  y', ...,  j("'+"),  z,  -',... ,  z(^'"}  ]  ^  o. 

Différentiant  la  première  2  n  fois  et  la  seconde  m  -f-  n  fois 
de  suite,  on  aura  m  -h  3  «  H-  2  équations  renfermant  les 
dérivées  dey  jusqu'à  j'^^'"+^"\  et  celles  de  z  jusqu'à  2:("'+3") 
inclusivement,  et  l'on  pourra  éliminer  les  /n  -\-  d  n  -{-  i 
inconnues  z,  2',  z"^.  .  ,,  ^('"+3")^  ce  qui  conduira  à  une 
équation  dilférentielle  ne  contenant  plus  que  j^  et  ses  dé- 
rivées jusqu'à  l'ordre  2  /;<  -+-  2  //, 

laquelle  intégrée  donnera  la  fonction  j  avec  2(mH-«) 
constantes  arbitraires.  En  remontant  aux  équations  qui 
ont  servi  à  l'élimination,  on  en  déduira  la  seconde  fonc- 
tion inconnue  z  exprimée  au  moven  des  mômes  con- 
stantes. 

Il  resterait  ensuite  à  déterminer  ces  constantes  arbi- 
traires et  les  limites  .ri,  x^  au  moyen  des  équations  aux 
limites  (2)  et  (3).  Mais,  bien  que  le  nombre  des  équations 
soit  égal  à  celui  des  inconnues,  elles  conduiraient,  comme 
dans  le  cas  précédent,  à  un  résultat  absurde  qui  averti- 
rait que  le  problème,  dans  les  termes  où  nous  l'avons  posé, 
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n'a  point  de  solution.  On  comprend  d'ailleurs  à  priori  et 
sansqu'il  soit  besoin  d'aucune  discussion  analytique,  qu'en 
faisant  varier  arbitrairement  avec  les  fonctions  y,  z  les  li- 
mites x^ ,  Xg,  on  rendrait  chiméi'ique  la  reclierclie  de  maxi- 
mum ou  minimum  de  l'intégrale  S,  puisqu'il  est  évident 
qu'elle  pourrait  alors  croître  ou  décroître  indéfiniment. 

60.  L'intégrale  S  n'est  donc  susceptible  d'un  maximum 
ou  d'un  minimum  qu'autant  que  les  limites  x,,  Xa  ou  les 
valeurs  limites  dey,  z  et  de  leurs  dérivées  sont  assujetties 
à  certaines  restrictions.  Ce  qu'il  y  a  de  plus  simple,  est 
de  supposer  constantes  les  limites  Xi,  X:^.  Leurs  variations 
cîxi,  Q  x^_  étant  alors  nulles,  les  deux  derniers  termes  de 
oS  disparaissent  d'eux-mêmes  et  les  équations  (3)  n'ont 
plus  lieu.  Les  équations  (2)  serviront  alors  à  déterminer 
les  2  {m-\-ii)  constantes  arbitraires  amenées  par  l'inté- 
gration des  équations  indéfinies  (i). 

Au  lieu  de  supposer  fixes  x^^  x^^  on  pourrait  faire 
d'autres hypotlièses  relatives  aux  valeurs  limites  de  a:,  r, 
/,...,  j('»-i),  z,  5;',  .••:»  2'"~'\  et  on  les  mettrait  en 
jeu  exactement  de  la  même  manière  que  dans  le  cas  pré- 
cédent. Ces  hypotlièses  m.odifieraient  de  différentes  ma- 
nières les  équations  aux  limites  (2)  et  (3)  sans  altérer  en 
rien  les  équations  indéfinies  (1)5  mais  le  nombre  total  des 
conditions  à  remplir  resterail  toujours  le  même,  et  suffi- 
rait en  général  à  déterminer  les  inconnues  du  problème. 
ISous  disons  en  général,  car  il  peut  arriver  pour  certaines 
formes  particulières  ou  certains  modes  de  composition  de 
la  fonction  V  que  le  nombre  des  constantes  arbitraires  soit 
inférieur  ou  su})érieur  à  celui  des  équations  aux  limites, 
et  que  le  problème  soit,  par  conséquent,  indéieiminé  ou 
Impossible.  Il  suffira  d'avoir  signalé  l'existence  de  ces 
anomalies,  dont  la  discussion,  d'après  ce  f|ui  précède,  ne 
souffre  plus  de  difiiciillé. 

IV.  ""^  n 


l3o  CALCUL    DES    VARIATIOKS. 


SEPTIÈME  LEÇON. 

Maxima  et  minima  des  intégrales  multiples. — Cas  d'une  intégrale  double 
qui  renferme  une  fonction  indéterminée  z  avec  ses  dérivées  partielles 
du  premier  ordre.  —  Cas  d'une  intégrale  double  renfermant  une  fonc- 
tion z  avec  ses  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second  ordre. — 
Cas  d'une  intégrale  triple  renfermant  une  fonction  u  avec  ses  dérivées 
partielles  du  premier  ordre. 


66.  m.    On  cherche  le  maximum   ou    le   minimum 


de  r intégrale  double 


S=   \  I       Ydjda:, 


dans  laquelle 

^=f{^y  y,  hP,  <?), 

z  étant  ime  fonction  inconnue  des  deux  variables  indé- 
pendantes x,j',  et  p^  q  ses  dérivées  partielles  du  premier 
ordre. 

Désignons,  comme  auparavant,  par  N,  P,  Q,  les  déri- 
vées partielles  de  V  relatives  à  2,  /',  </,  la  variation  de 
rintégrale  sera  {n°  42) 


+  /       1       PSz.(/Y—j       l      VSz.df 
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Quoiqu'il  semble  évident  que  si  Ton  n'apporte  aucune 
restriction  ni  à  la  fonction  z  ni  aux  limites  de  l'intégrale, 
celle-ci  pouvant  croître  ou  décroître  indéfiniment  ne  sera 
susceptible  ni  de  maximum  ni  de  minimum;  cependant, 
comme  le  problème  absolu  est  en  quelque  sorte  le  type 
du  problème  relatif,  nous  admettons  d'abord  que  les  va- 
riations dz,  ôyi,  dj'it  ^Xi,  âx^  sont  toutes  arbitraires  et 
indépendantes  les  unes  des  autres,  en  nous  réservant  de 
faire  subir  aux  équations  de  condition  obtenues  dans  cette 
hypothèse,  les  modifications  qui  conviendi^ont  aux  di- 
verses restrictions.  Cherchons  donc,  en  l'absence  de  touie 
restriction,  les  équations  dans  lesquelles  se  partage  la  con- 
dition fondamentale  ûS=  o. 

Le  premier  terme  de  dS  fournit  d'abord  l'équation  in- 
définie 

di>       dQ 
a.v        aj 

qui  doit  subsister  pour  toutes  les  valeurs  de  x,j,  com- 
prises entre  les  limites  de  l'intégrale  double,  ou  pour  lous 
les  points  du  plan  xj  situés  dans  l'intérieur  du  quadrila- 
tère ABDC,//g'.  I,  p.  76. 

Les  quatre  termes  suivants,  renfermant  ^ z  sous  un 
signe  de  substitution,  font  naître  les  quatie  équations  aux 
limites 


(-■) 


\j     P  =  o,  I    P  =  o, 
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qui  doivent  subsistei^  pour  les  points  du  contour  ABDC, 
la  première  le  long  de  la  courbe  inférieure  AC  (y  =  j^j), 
la  seconde  le  long  de  la  courbe  supérieure  BD  (y^j^,), 
la  troisième  le  long  de  îa  droite  AB  [x  =  Xi),  la  quatrième 
le  long  de  la  droite  CD  [x  =  x^).  On  peut,  du  reste, 
réunir  les  deux  premières  conditions  dans  cet  énoncé 
unique  que  Q^dx  —  Pdf  doit  être  nul  le  long  des  deux 
courbes  AC,  BD,  les  différentielles  dx,  dy  étant  relatives 
à  ces  courbes.  On  énonce  de  même  les  deux  dernières  con- 
ditions à  la  fois  en  disant  que  P  doit  être  nul  le  long  des 
deux  droites  AB  et  CD  -,  or,  comme  ces  droites  sont  per- 
pendiculaires à  l'axedesXi^x  est  nul  pourcliacuned'elles, 
et  l'équation  P  =  o  entraîne  celle-ci  Ç^dx  —  ^dj  =  o  ; 
donc,  pour  que  l'ensemble  des  conditions  (2)  soit  satis- 
fait, il  faut  et  il  suffit  que  Ion  ait 

Q  r/x  —  P  dy  =  o 

le  long  du  contour  entier  auquel  s'étend  le  champ  de  l'in- 
tégrale double,  les  différentielles  dx^  dy  étant  relatives  à 
ce  contour. 

Cet  énoncé  comprend  évidemment  autant  de  conditions 
distinctes  qu'il  y  a  de  côtés  dans  le  contour  limite.  Le  plus 
souvent  il  y  en  quatre;  mais  rien  n'empêche  que  leur 
nombre  soit  plus  grand,  et  que  les  fonctions  yiijz  ou  les 
courbes  AC,  BD  cessent  d'être  continues  ou  soient  for- 
mées de  plusieurs  parties  de  nature  différente.  Quelque- 
fois aussi  il  peut  arriver  que  les  côtés  rectilignes  AB,  CD 
disparaissent  et  que  le  contour  se  réduise  à  deux  courbes 
ou  même  à  une  seule  courbe  continue  et  fermée  de  toute 
part.  L'équation  Qdx — P<^=o,  ou  l'ensemble  des 
équations  (2),  représente  donc  un  nombre  de  conditions 
plus  ou  moins  grand  selon  la  nature  des  limites  de  1  in- 
tégrale. 

Enfin  les  qilatre  deiniers  termes  de  âS  contenant  les 
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variations  dxi,  dx^,  dy'i,  dy^,  dont  les  deux  premières, 
ou  àxi ,  a  Xi  sortent  du  signe  intégral  parce  qu  elles  sont 
indépendantes  de  y,  donnent  les  quatre  nouvelles  équa- 
tions aux  limites 


I        \  (iy  =  O  ,        /         I        Vr/j-  =r.  o  . 


(3) 


dont  les  deux  premières  exigent  qu'on  ait  V  =  o  pour 
tous  les  points  des  deux  courbes  AC.  BD,  et  les  deux 
autres  que  l'intégrale  fYdj,  prise  le  long  de  la  droite  A 53 
ou  le  long  de  la  droite  CD,  soit  nulle. 

67.  L'équation  indéfinie  (i)  reste  toujours  la  même, 
quelles  que  soient  les  restrictions  apportées  aux  limites 
de  l'intégrale  ou  aux  valeurs  limites  de  z,  /?,  q-^  c'est  une 
équation  aux  difïérences  partielles  du  second  ordre.  Sup- 
posons qu'on  sache  l'intégrer  et  qu'elle  conduise  à  une 
équation  primitive  entre  x,  y,  z  et  deux  fonctions  arbi- 
traires. On  disposera  de  ces  fonctions  pour  satisfaire  à 
deux  équations  aux  limites,  lesquelles  seront  difîerentes 
selon  les  restrictions  admises,  que  nous  allons  discuter. 

1°  Les  liiniles  de  l'intégrale  sont  données.  —  Les 
quatre  derniers  termes  de  oS  disparaissent  avec  les  varia- 
tions dxi,  oXi,  dyi,  oj2>  fl^ii  sont  nulles,  et  les  équa- 
tions (3)  cessent  d'avoir  lieu.  Les  équations  aux  limites 
se  réduisent  alors  au  système  (2)  ou  à  la  condition 

(4)  qdx  —  Vdr=zo, 

qui  doit  subsister  pour  tous  les  points  du  contour  limite 
et  à  laquelle  les  deux  fonctions  arbitraires  doivent  satis- 
faire. Or.  pour  délciminer  cftnqilélemenl  ces  fonctions,  il 
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suffit  de  deux  équations,  tandis  que  la  condition  (4)  re- 
présente, comme  on  l'a  vu,  autant  d'équations  distinctes 
qu'il  y  a  de  côtés  ou  de  courbes  différentes  dans  le  con- 
tour limite.  Il  eu  résulte  que  si  les  côtés  rectilignes  AB,  CD 
ne  sont  pas  nuls,  ou  mieux,  que  si  dans  la  composition  du 
contour  limite  il  entre  plus  de  deux  courbes  distinctes,  le 
problème  n'aura  pas  de  solutiou,  à  moins  toutefois 
qu'il  n'arrive  accidentellement  que  les  formes  des  fonc- 
tions arbitraires  qui  conviennent  à  deux  de  ces  courbes, 
conviennent  en  même  temps  à  toutes  les  autres. 

Lorsque  z  représente  l'ordonnée  d'une  surface  qu'il 
s'agit  de  déterminer  de  manière  à  rendre  l'intégrale  S 
maximum  ou  minimum,  l'hypothèse  ou  la  restriction  que 
nous  venons  de  considérer,  signifie  que  la  surface  cherchée 
doit  être  comprise  entre  certaines  parois  cylindriques 
normales  au  plan  xy  et  données  par  les  équations 

2"  Les  limites  de  l'intégrale  sont  données,  ainsi  que 
les  valeurs  limites  de  la  fonction  z.  —  Tous  les  ter- 
mes de  cîS  affectés  de  substitution  sont  identiquement 
luils  et  les  équations  aux  limites  (2)  et  (3)  disparaissent 
par  conséquent.  Mais  la  surface  cherchée  est  alors  assu- 
jettie à  passer  par  certaines  courbes  dans  l'espace,  courbes 
cpii  sont  connues,  puisqu'on  a  donné  non-seulement  leurs 
projections  sur  le  plan  xj,  ou  le  contour  limite,  mais 
aussi  les  valeurs  correspondantes  de  l'ordonnée  z.  Or, 
quand  on  aura  fait  passer  la  surface  par  deux  courbes 
données,  les  deux  fonctions  arbitraires  seront  détermi- 
nées ;  si  le  nombre  des  courbes  ou  des  côtés  du  contour 
limite  était  plus  grand,  on  aurait  donc  plus  de  conditions 
(jue  ne  peuvent  en  vérifier,  généralement,  les  fonctions 
arbitraires,  et  le  problème  serait  impossible. 

3"  La   valeur  de   z   aux   limites   de   Vintcgrale   est 
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constante  et  donnée,  ces  limites  étant  elles-mêmes  va- 
riables. —  Cela  veut  dire  que  la  surface  chercliée  est  seu- 
lement assujettie  à  se  terminer  dans  un  plan  donné  pa- 
rallèle au  plan  xj\  Puisque  nous  supposons 

k  étant  une  quantité  constante  et  donnée,  nous  aurons, 
en  prenant  (n°  30)  la  variation  des  deux  membres  de  ces 
équations 

/    [Sz-\-p§x,)  =  o,      j    {Sz-hpox.,)=o, 

/     {^z-\-qSfi)  =  o,      j    {Sz-i-  qax,)=:o. 

Si,  dans  la  variation  de  l'intégrale,  on  réunit  deux  à  deux 
les  termes  affectés  de  la  même  substitution,  on  obtiendra 
(juatre  expressions  définies  renfermant  chacune  deux  va- 
riations devenues  fonctions  l'une  de  l'autre  en  vertu  des 
relations  qui  précèdent.  Donc,  en  éliminant  une  de  ces 
variations  et  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  l'autre,  on  en 
déduira  quatre  équations  aux  limites,  qui  devront  rem- 
placer les  systèmes  (2)  et  (3).  Considérons,  par  exemple, 
les  deux  termes  affectés  de  la  substitution  j"  =yi,  qui, 
réunis  en  un  seul,  deviennen-t 


-n']" 


j,  +  (q--p'^)Sz\dx, 


après  avoir  éliminé  a  z  à  l'aide  de  la  relation  ô z-i-z^^lji^^o, 
qui  doit  avoir  lieu,  comme  on  l'a  vu  tout  à  riicure,  pour 
la  limite  inférieure  de  j^,  égalons  à  zéro  le  coefficient  de 
âvi:  il  viendra 

/>-(<J-"Ê)"l  =  °- 
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On  aura  également  pour  la  limite  supérieure  de  j"^ 


/>-(<^-^Ê)^} 


=  o. 


Les  deux  termes  de  oS,  afiëctés   de   la    substitution 
X  =^  Xi,  donnent  de  môme  la  somme 


■/'X'''" 


-h  V3z)djr- 


éliminant  d z,  en  se  servant  de  la  relation  dz  -i- pâxi  =  o, 
qui  doit  èire  vérifiée  pour  la  limite  inférieure  de  x,  et  éga- 
lant à  zéro  le  coefficient  de  la  variation  âXi,  qu'on  aura 
fait  sortir  du  signe  intégral,  puisqu'elle  n'est  au  fond 
qu'une  constante  arbitraire,  on  trouvera 


n 


{Y  —  Vp)dr=o, 

et,  de  même,  pour  la  limite  supérieure  de  x, 

/      /      {y—Pjj)dY=o. 

En  résumé,  il  résulte  de  cette  discussion  qu'on  doit 
avoir  /( V  —  P/?)  dy  =  o,  l'intégrale  étant  prise  le  long 
de  l'une  ou  de  l'autre  des  droites   AB,  CD  {J^g.  i),  et 

V  —  (Q  —  P— |«7  =  o  pour  cliacune  des  deux  courbes 

AC,  BD,  la  dérivée  -7-  étant  relative  à  ces  courbes.  Mais, 
dx 

puisque  z  est  supposée  constante  le  long  des  courbes  dont 

il  s'agit,  sa  dillérentielle  totale   dz  =  pdx -+- qdy  sera 

nulle  pour  chacune  d'elles,  et  l'ori  aura,  par  conséquent, 

pd.r  +  rfdy=.o,      ;^  =  - -^ 
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donc,  en  définitive,  les  nouvelles  coadi lions  aux  limites 
exigent  qu'on  ait 

(5)  V  — P/;  — Q<7=o 

pour  chacune  des  courbes  j'  =j^,,  j'  =j>'5  7  et 

(6)  J[\-Vp)dj  =  o 

pour  chacune  des  droites  x=.ri,  x^=x.,,  l'intégrale 
étant  prise  le  long  de  ces  droites  entre  les  limites j^i  etj^o 
de  la  variable  j^. 

4"  Les  valeurs  limites  de  x,j',  z  sont  liées  entre  elles 
par  des  relations  données  quelconques.  —  C'est  le  cas 
où  la  surface  cherchée  est  seulement  assujettie  à  avoir 
son  contour  limite  sur  une  ou  plusieurs  surfaces  don- 
nées que  nous  appellerons  surfaces  teimijiales.  Soit 
z  =  f(x,  })  l'équation  de  l'une  de  ces  surfaces,  par 
exemple,  de  celle  qui  correspond  à  la  limite  inférieure 

de  j^,  et  désignons  par  yy',  q'  les  dérivées  partielles  —•,  —•, 

de  z  relatives  à  celte  surface;  la  restriction  ainsi  établie 


w- 


entraînera 


et  permettra  d'éliminer  cÎ2  de  la  somme 


-fî 


I  \  dx  1         \    " 


des  deux  termes  qui,  dans  la  variation  de  l'intégrale,  sont 
affectés  d<'  la  substitution  j=)|.  Ces  termes   alors  ne 
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fourniront  plus  qu'une  seule  équation, 
qu'on  pourra  écrire  simplement 

(7)  y-(^Q-V^yq-q')  =  0, 

<;n  ajoutant  qu'elle  doit  subsister  pour  l'intersection  de  la 
surface  cherchée  et  de  la  surface  terminale,  ou  plutôt  pour 
tous  les  points  de  sa  projection  sur  le  plan  xy,  la  dérivée 

—  étant  relative  à  cette  même  projection.  Cette  dérivée 

est  d'ailleurs  facile  à  déterminer.  En  effet,  puisque  les 
équations  différentielles  des  deux  surfaces  dont  il  s'agit, 

dz  =  fjclx  -+-  qdy,      dz  =  p' dx  +  q' dy, 

subsistent  simultanément  pour  leur  intersection  com- 
mune, on  aura  pour  cette  même  intersection 

pdx  -+-  qdy  =  p'd.r  -|-  q'dy,       ou       —  — 


dx  q  —  q' 

valeur  qui,  substituée  dans  l'équation  (7),  lui  fait  prendre 
la  forme  plus  symétrique 

(8)  V-P(y.-/y)-Q(ry-r/)  =  o. 

Nous  n'avons  pas  besoin  d'ajouter  qu'une  équation 
toute  semblable  doit  avoir  lieu  pour  la  surface  terminale 
correspondante  à  la  limite  supérieure  dej^,  avec  la  seule 
modification  ,  bien  entendu,  que  //,  q'  signifieront  alors 
les  dérivées  partielles  de  l'ordonnée  z  de  cette  dernière 
surface.  En  général,  quel  que  soit  le  nombre  des  surfaces 
données  qui  doivent  limiter  la  surface  cherchée  dans  le 
sens  des jf,  la  condition  (8)  aura  lieu  pour  f  intersection 
de  chacune  d'elles  avec  cette  dernière  surface. 
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Considérons  à  présent  le  cas  plus  particulier  où  la  sur- 
face donnée  z  =  f  (x,  j),  dz  =p'clx  -+-  (]'(ij,  doit  servir 
délimite  inférieure  dans  le  sens  des  a",  où,  par  conséquent, 
son  intersection  avec  la  surface  cherchée  est  assujettie  à  se 
projeter  sur  le  plan  xj  suivant  une  droite  perpendiculaire 
à  Taxe  des  x. 

La  condition  ainsi  établie 


/x 


entraînera 


et  permettra  d'éliminer  02  de  la  somme 

—  /      /      [Y§x,-^VBz)cfy 

des  deux  termes  qui  dans  la  variation  de  l'intégrale  sont 
aflbctés  de  la  substitution  x=::.x^.  Ces  termes  alors  ne 
fourniront  plus  qu'une  seule  équation 


(9) 


^    ^ ^    ■|V-P(/,-y/);r//  =  o, 


(ju'on  pourra  écrire  simplement 

(10)  /}V-P(/.-.//;j. />-=,., 

en  ajoutant  que  l'intégrale  doit  être  prise  le  long  de  la 
projection  sur  le  plan  xy  de  rinterseclion  dont  il  s'agit, 
c'est-à-dire  le  long  de  la  droite  Alî  (y?g'.  1).  Une  équation 
semblable  aurait  lieu  pour  la  limite  oTj,  ou  pour  la  droite 
CD,  s'il  existait  de  ce  côté  une  seconde  surface  terminale. 

68.  Pour  généraliser  celle  dernière  espèce  de  rcslric- 
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tion,  supposons  que  la  surface  cherchée  doive  se  terminer 
quelque  part,  par  exemple  vers  la  limite  inférieure  de  y^ 
dans  une  surface  donnée  s=  f  (x,  j),  ou  dz=p' dx-\-q'dj ^ 
et  qu'en  outre  l'intersection  des  deux  surfaces  doive  se 
projeter  sur  le  plan  xy  suivant  une  droite  donnée  de  di- 
rection. Soit  a  la  tangente  de  l'angle  compris  entre  cette 
direction  et  l'axe  des  x-,  on  aura  à  la  fois  les  deux  conditions 

On  tirera  de  la  première 

et  de  la  seconde 

— —  =  o,      ou      ojr,  =  />-, 
dx 

A  étant  une  constante  arbitraire,  ce  qui  réduit  à 

les  deux  termes  de  (JS  affectés  de  la  substitution  y  =  J'n 
lesquels  alois  ne  donneront  plus  que  la  seule  équation 

(")  /lV-P(/.-//)-Q(7-7')i^^^  =  o, 

l'intégrale  étant  prise  le  long  de  la  projection  rectiligne 
dont  il  s'agit.  A  la  différentielle  de  l'abscisse  x  on  peut 
substituer  celle  de  l'ordonnée  y  ou  celle  de  la  longueur  / 
de  la  projection,  puisqu'on  a 

dx        dy        \ldx^  -h  dy''  dl 

I  a  y'i  -f-a-  \/i-f-«' 

a  étant  une  quantité  constante:  l'équation  (ii)   prend 
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ainsi  la  forme  plus  symétrique 

(12)  /  JV- P  (;;—//)  -Q    q-q')\cn  =  o. 

L'équation  (lo)  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle-ci  j 
car  en  supposant  la  projection  rectiligne  perpendiculaire 
à  l'axe  des  a:,  on  a  dx  =  o,  dj  ^=  dl,  et  dz  =  qdy  =  g'dj, 
ou  g  —  q' =  o.  Le  résultat  définitif  de  celte  discussion 
peut  donc  s'énoncer  dans  les  termes  suivants  : 

Si  la  surface  cherchée  est  seulement  assujettie  à  se 
terminer  dans  une  surface  donnée,  z  =  ^ [x,  j),  ou 
dz  =  p'dx  -h  (]'dy,  l'équation  (8) 

V-Pl>-/)-Q('7-9')  =  o 
doit  avoir  lieu  pour  tous  les  points  de  la  projection  sur  le 
plan  xy  de  l'intersection  commune  des  deux  surfaces; 
mais  s'il  faut  en  outre  que  cette  projection  soit  une  ligue 
droite  de  direction  donnée,  il  suffit  que  l'on  ait  (12) 

/jV_P(/.-/j  -Q  (.y  -./)}.//  =  o, 

l'intégrale  étant  prise  le  long  de  la  projection  dont  il  s'agit. 
Les  restrictions  admises  dans  la  troisième  hypothèse  ne 
sont  évidemment  que  des  cas  particuliers  de  l'hypolhèse 
plus  générale  que  nous  venons  de  discuter.  Ajoutons  que 
dans  ces  deux  hypothèses  le  nombre  des  équations  de  con- 
dition sera  plus  grand  que  celui  des  fonctions  à  détermi- 
ner, chaque  fois  que  le  contour  limite  se  composera  de 
plus  de  deux  parties  ou  arcs  de  courbe  distincts;  on  sera 
donc  le  plus  souvent  forcé  d'adiuelti  e  que  ces  arcs  se  ré- 
duisent à  deux,  c'est-à-dire  que  les  fonctions  j^  et  y 2 
deviennent  égales  pour  les  valeurs  extrêmes  de  x. 


r intégrale  double 


()9.   IV.    O/i  cherche  le  maximum  ou  le  minimum  de 
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dans  laquelle 

V=/(J^,  y,   z,  p,   r/,   r,   s,   t), 

z  étant  une  Jonction  inconnue  de  x,  j',  et  p.,  q,  r,  5,  t 
ses  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second  ordre. 

Nous  avons  déjà  trouvé  (p.  76)  la  variation  de  cette 
intégrale;  et  pour  lui  donner  la  forme  définitive  qu'exige 
l'application  de  la  règle  du  11°  52,  il  ne  reste  cju'à  décom- 
poser les  signes  de  substitution  double  en  signes  de  sub- 
stitution simple,  en  remplaçant  en  même  temps  les  déri- 

cl  Y       ci^  Y 

vées  symboliques—^  ~/T'  ^'^  J  1?^^  ^^^  dérivées  réelles 

soitdcj'^i,  soit  de  y  2  c{u  elles  représentent.  Mais  cette  pré- 
paration tant  de  fois  expliquée  est  trop  simple  pour  qu'il 
soit  nécessaire  de  récrire  ici  la  variation  de  l'intégrale 
sous  sa  nouvelle  forme,  d'autant  plus  que  la  forme  abré- 
gée de  la  page  76  se  prête  tout  aussi  bien  à  la  recherche 
des  conditions  de  maximum  ou  de  minimum,  et  permet 
de  les  mieux  embrasser  d'un  seul  coup  d'oeil,  quand  une 
fois  on  a  bien  saisi  l'esprit  de  la  règle  dont  il  s'agit,  et  des 
notations  admises.  Il  suffira  donc  d'énumérer  les  diffé- 
rentes équations  que  l'on  obtient  lorsqu'on  égale  à  zéro  la 
variation  de  l'intégrale,  eu  y  regardant  d'abord  les  varia- 
tions de  la  fonction  z  et  des  limites  a:,,  j's,  yiiy-i  comme 
arbitraires  et  indépendantes  les  unes  des  autres. 
Le  premier  terme  donne  l'équation  indéfinie 

cW       dQ       d'R        fPS        d'T  _ 
dx        dj         dx"-        dxdy        dj'- 

qui  doit  subsister  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  y  com- 
prises entre  les  limites  de  l'intégrale  double.  C'est  une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  quatrième  ordre;  et 
l'équation  primitive,  lorsqu'elle  existe,  ou  la  relation 
finie  entre  x^  y^  z  qui  y  satisfait  de  la  manière  la  plus 
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générale,  renferme  au  plus  quatre  fonctions  arbitraires, 
dont  on  peut  disposer  en  général  pour  satisfaire  à  quatre 
équations  aux  limites. 

Les  termes  en  oz  et  — -^  sous  les  signes  J\  donnent 

(  Ry._sy  +  T  =  o, 

équations  qui  doivent  avoir  lieu  pour  chacune  des  cour- 
bes limites  r  =J^i,  j)' =J)  2,  les  dérivées  j ',-)",  étant  re- 
latives à  ces  courbes. 

Les  termes  en  oz  et  — —  sous  les  signes  jf  donnent  de 

même  les  deux  équations 

(3)  ^~r77~^-~°' 


R  =  o, 
qui  doivent  être  vérifiées  le  long  des  deux  droites  x  =Xi, 

Le  terme  en  dz  sous  les  signes  //  fournit  l'équation 
(4)  S-R/  =  o, 

qui  n'a  besoin  d'être  vérifiée  qu'en  chacun  des  quatre 
points  A,  B,  C,  D  {/ig'  i,  p.  76),  où  les  deux  courbes 
rencontrent  les  deux  droites,  la  dérivée  j^  étant  en  chaque 
point  relative  à  la  courbe  qui  y  aboutit. 

Enfin  les  termes  renfermant  les  variations  C7'i,  0J2, 
âxi,  dXi  qui  sont  indépendantes  les  deux  premières  de j^, 
les  deux  dernières  de  x,  j  ,  donnent  naissance  aux  équa- 
tions 

(  V  =  0 , 
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dont  la  première  se  rapporte  aux  deux  courbes  j'^  =ji, 
j^  y^^  et  la  seconde  aux  deux  droites  ;c  =  .ri,  x  =  x^^ 
l'intégrale  f^dj  devant  être  prise  le  long  de  l'une  ou  de 
l'autre  de  ces  droites. 

Comme  chacune  des  équations  (2),  (3),  (5)  doit  avoir 
lieu  pour  deux  courbes  ou  pour  deux  droites  différentes, 
tandis  que  l'équation  (4  )  doit  subsister  pour  quatre  points 
distincts,  le  nombre  total  des  équations  aux  limites  est 
seize. 

70.  Lorsque  les  limites  sont  fixes,  les  équations  (5) 
cessent  d'avoir  lieu  et  il  ne  reste  plus  que  douze  équations 
aux  limites.  Ce  nombre  étant  toujours  supérieur  à  celui 
des  fonctions  arbitraires,  il  n'est  pas  possible  en  général 
de  les  vérifier  toutes  à  la  fois.  Dans  le  cas,  cependant,  où 
les  côtés  rectilignes  disparaissent,  c'est-à-dire  où  le  con- 
tour limite  se  réduit  à  deux  courbes,  les  équations  (3)  et 
(4)  s'en  vont  et  il  ne  reste  plus  que  le  système  (2),  qiii  se 
résout,  comme  on  l'a  vu,  en  quatre  conditions  distinctes, 
nécessaires  et  suffisantes  pour  déterminer  les  fonctions 
arbitraires.  Dans  ce  cas,  on  a  donc  lieu  de  penser  que  le 
problème  du  maximum  ou  du  minimum  admet  une  solu- 
tion. 

71.  La  première  des  équations  (2)  est  peu  symétrique 
à  cause  de  la  dérivée  seconde  j"  qu'elle  renferme  \  mais 
en  éliminant  cette  dérivée  on  rétablira  la  symétrie  et  l'on 
prouvera  en  même  temps  que  les  équations  (  2  )  compren- 
nent comme  cas  particulier  les  deux  équations  (3).  En 
effet,  si  l'on  différcntie  la  seconde  équation  (2) 

Rj"—  S/  +  T  =  o, 

en  y  regardant  j"  comme  une  fonction  de  x^  ainsi  que  cela 
doit  être,  puisque  cette  équation  se  rapporte  à  l'une  des 
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cuuibes  limites  y  =  y,  ou  y  =_;)'2,  on  aura 

un       dS\     .       dT  r  —  o. 


dy         dx  I  dx 

Entre  celte  équation  et  la  première  des  équations  (2) 
on  peut  éliminer  j)'";  le  résultat  ne  renfermera  plus  que 
■y'  avec  ses  puissances  seconde  et  troisième,  et  on  le  rendra 
linéaire  en  j^'  en  faisant  servir  de  nouveau  l'équation 

Rr'^  — Sj'  +  T  =  o 

à  l'élimination  successive  àe  y'^  ^^  j'' •  Quand  on  aura 
effectué  ce  calcul,  qui  ne  présente  d'autre  difficulté  que 
sa  longueur,  et  qu'on  aura  multiplié  par  une  puissance 
convenable  de  dx.,  on  verra  le  système  (2)  prendre  la 
forme  symétrique 

\r^<^^      ^ /.       ^/S       ./R\       „  /r/S        ^dT  M 

R  r/)-  —  S  dx  dy  -+-  ï  dx'  :=  o  . 

Telles  sont  les  conditions  àaemplir  par  la  fonction  z  le 
long  des  deux  courbes  y  =j^i,  y  ^^=J's5  o^^^  mieux  le  long 
de  chacune  des  courbes  limites,  quel  que  soit  leur  nombre. 
On  peut  même,  pour  généraliser,  les  étendre  aux  côtés 
recliligncs  a*  =  Xi-  a:  =  a:,,  lorsqu'ils  existent.  En  effet, 
la  valeur  nulle  de  la  différentielle  rfx  qui  caractérise  ces 
deux  côtés,  réduit  les  équations  (6),  la  seconde  à 

R  — 0 , 
IV.  10 


o, 
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,       clK    ,           dR    ,                       r/R 
ce  qui  entraîne  -—  dx  -4-  —-  ar  =  o,  ou  -—  =  o  ; 

^                         a'x                 dr      -'                      dr 

la  pre- 

mi  ère,  par  conséquent,  à 

,^       r/R       dS 

P— T-  =  o, 

f/.r         dy 

et  les  ramène  ainsi  aux  conditions  (3)  déjà  établies  poui' 
les  côtés  rectilignes  dont  il  s'agit.  On  tiendra  donc  compte 
à  la  fois  des  équations  (2)  et  (3)  en  étendant  les  condi- 
tions (6)  à  tous  les  points  du  contour  limite. 

Pour  les  quatre  pointsd'interscction  des  courbesj=j'i , 
y  =  js  avec  les  droites  x  =  Xi^  x  =  x^,  il  faut  joindre 
aux  équations  (2)  et  (3),  ou  aux  équations  (6),  la  condi- 
lion  (4),  laquelle,  à  cause  de  R  =  o,  se  réduit  simple- 
ment à 

S=:0. 

72.  Nous  signalerons,  en  passant,  un  tias  dans  lequel 
les  équations  aux  limites  se  simplilient  <  onsidérablemenl: 
c'est  lorsque,  en  raison  de  la  forme  particulière  de  la  fonc- 
tion V,  l'expression 

4  RT  —  S^ 

est  identiquement  nidle.  Dans  ce  cas,  en  eifet,  la  seconde 
des  équations  (6)  donne 

S         2T 

^^'  ^         iR         S 

et  la  première  devient  identique.  Il  suffit  donc  alors, 
pour  cjue  les  conditions  aux  limites  soient  satisfaites, 
que  l'équation  (7)  subsiste  le  long  du  contour  limite 
entier,  et  qu'on  ait  d'ailleurs  S  =  o  aux  quatre  points 
A,  R,  C,  D.  Nous  nous  bornons  à  iiidiriuei-  ce  résultat 
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t'u  laissant  au  lecteur  le  soin  de  le  vériller  lui-même. 
Au  lieu  t!e  supposer  tixes  les  limites  de  l'intégrale,  on 
pourrait  établir  di/rérentes  relations  entre  les  valeurs  li- 
mites de  .r,  y,  z^  /:>,  q  ;  en  suivant  la  même  marche  que 
dans  le  cas  précédent,  il  serait  toujours  facile  de  trouver 
les  modifications  subies  dans  chaque  hypothèse  par  les 
équations  aux  limites.  Mais  pour  les  applications  que 
Jious  avons  en  vue,  luie  pareille  discussion  aurait  peu 
d  utilité  e(  nous  l'omettons  sans  regret. 

73.  jNous  ne  pouvons,  au  contraire,  passer  sous  silence 
un  des  points  les  plus  délicats,  les  plus  difficiles  que  l'on 
rencontre  dans  la  recherche  des  maxima  et  rainima  des 
intégrales  doubles,  et  qui  rend  cette  recherche  beaucoup 
moins  satisfaisante  que  celle  des  maxima  et  minima  des 
intégrales  simples.  La  difficulté  à  laquelle  nous  faisons 
allusion,  vient  de  l'ignorance  où  l'on  est  du  degré  de  gé- 
néralité que  comporte  la  fonction  qui  doit  satisfaire  à  une 
équation  aux  dérivées  partielles  d'un  ordre  supérieur  au 
premier.  D'abord  on  ne  sait  pas  à  priori  si  une  pareille 
équation  admet  ou  non  une  équation  primitive  en  termes 
iinis  qui  ait  la  même  généralité  qu'elle-,  et  alors  même 
([ue  l'existence  de  cette  équation  équivalente;  est  certaine, 
on  ne  sait  pas  combien  de  fonctions  arbitraires  elle  doit 
renfermer  :  tout  ce  que  l'on  peut  allirmer  en  général,  c'est 
que  le  nombre  des  fonctions  arbitraires  contenues  dans 
l'équation  primitive,  lorsqu'elle  existe,  est  au  plus  égal  à 
celui  qui  marque  l'ordre  de  l'équation  proposée  aux  déri- 
vées partielles.  Ajouions  que,  quand  même  on  connaîtrait 
le  nombre  des  Ibnctions  aibilraires  renfermées  dans  l'in- 
légi'ale  la  plus  générale,  on  ne  saurait  pas  encore  au 
juste  par  combien  de  londilions  particulières,  ou  par 
combien  d'équations  aux  limites  elles  pouri  aient  être  dé- 
terminées. 

lU  . 
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Malgré  cette  iuiperfeclion  de  la  théorie  actuelle  des 
équations  aux  dérivées  partielles,  l'analogie  et  l'examen 
de  cas  particuliers  nous  porte  à  inférer,  comme  nous 
l'avons  déjà  admis  sans  preuve,  dans  ce  qui  précède,  qu'on 
peut  en  général  assujettir  une  fonction  z  de  deux  variables 
X,  7,  donnée  par  une  équation  aux  dérivées  partielles  de 
Tordre  «,  à  remplir  n  conditions  particulières,  ou  à  véri- 
fier n  équations  exprimant  chacune  explicitement  ou  im- 
plicitement ce  que  doit  devenir  la  fonction  z  pour  une 
relation  particulière  établie  entre  les  variables  x^y\  c  est- 
à-dire,  géométriquement  parlant,  cju'on  peut  assujettir 
une  surface  dont  on  connaît  seulement  l'équation  aux 
dérivées  partielles  de  l'ordre  «,  à  passer  par  n  courbes 
distinctes,  et  qu'elle  sera  alors  entièrement  déterminée. 

On  sait,  en  effet,  qu'étant  donnée  une  équation  entre 
x^  Y,  z  et  ses  dérivées  partielles  jusqu'à  l'ordre  n  inclusi- 
vement, on  peut  fixer  arbitrairement  les  valeurs  que  de- 
vront prendre  pour  x  :=  o,  ou,  en  général,  pour  une  rela- 
tion déterminée  f  [x,  y)  =  o  entre  les  variables  x,  y,  la 
fonction  z  et  une  de  ses  dérivées  partielles  de  chaque  oi'dre 
jusqu'à  celles  de  l'ordre  n  —  i,  les  valeurs,  par  exemple, 


,         dz     cPz  d"     .  1  .   .  . 

de  z. — 5  -r— •,••■■) 5  et  crue  de  ces  valeurs,  lointes  a 

'  dx     dx-  d-T"-'  ^  J 

l'équation  proposée,  on  peut  déduire  les  valeurs  corres- 
pondantes de  toutes  les  autres  dérivées.  Par  cela  même 
tous  les  éléments  constitutifs  de  la  fonction  s,  c'est- 
à-dire  tous  les  coefficients  dont  dépendrait  son  dévelop- 
pement en  série,  supposée  convergente,  sont  complète- 
ment déterminés  pour  la  relation  parlTculière 

/(-■^,  j)  =  o, 

ou  le  long  de  la  courbe  que  cette  équation  représente,  de 
telle  sorte  que  l'on  puisse  construire  par  points,  ou  de 
proche  en  proche,  la  surface  à  laquelle  apj)artient  l'or- 


MAXIMV    ET    MINIMA    DES    INTÉ<;RALES    THIFLES.         1 49 

donnée  z.  De  ce  théorème  connu  il  résulte  immédiate- 
ment :  i"  qu'une  surface  dont  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles est  du  premier  ordre,  est  complètement  lixée  lors- 
qu'on l'assujettit  à  passer  par  une  courbe  donnée-, 
a"  qu'une  surface  dont  l'équation  aux  dérivées  partielles 
est  du  second  ordre,  peut  être  construite  lorsque,  en  outre 
de  la  courbe  qu'elle  doit  contenir,  on  donne  la  position  du 
plan  tangentle  long  de  cette  courbe,  ou,  en  d'autres  termes, 
lorsqu'elle  est  assujettie  à  contenir  deux  courbes  infini- 
ment voisines  l'une  de  l'autre;  3°  que  la  surface  qui  doit 
satisfaire  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  troi- 
sième ordre,  est  déterminée,  quand,  avec  la  courbe  et  le 
plan  tangent,  on  donne  la  courbure  de  la  section  normale 
à  la  courbe,  c'est-à-dire  quand  on  l'assujettit  à  passer  par 
trois  courbes  infunment  voisines,  et  ainsi  de  suite. 

La  proposition  que  nous  avons  avancée  est  donc  vraie, 
lorsque  les  n  courbes  données  sont  infiniment  voisines 
les  unes  des  autres,  et  tout  porte  à  croire  ([u'elle  sera  en- 
core vraie,  lorsque  les  n  courbes  seront  situées  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  l'espace. 

7<4.  V.  On  cherche  le  niaxiiniun  ou  le  inininium  dune 
intégrale  triple 

I         j         /       Nchdydx, 

dans  laquelle 

V— /(•'•.  j,  z,  II,  i>,  fj,  /•], 

Il  étant  une  Jofj^tion  inconnue  de  trois  variables  indé- 
pendantes x^  7,  z,  et  /j,  q^  r  ses  dérivées  partielles  du 
premier  ordre. 

iNous  avons  déjà  donné,  p.  86,  la  variation  de  celte  in- 
tégrale. Cherchons  actuellement  les  équations  indéfinies 
rt  aux  llmiles  (|u\'Mlraiiie  la  ((tndilioii  i^ériéralc  de  iiLixi- 
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mum  ou  de  luinimuin ,  la  variation  égalée  à  zéro,  lois- 
(jue  les  limites  ne  sont  assujetties  à  aucune  restriction. 
Le  premier  terme  de  la  variation  fournit  Téquation  in- 
définie 

dP       f/Q        dR 

qui  doit  subsister  pour  toutes  les  valeurs  de  x,y,  z  com- 
prises entre  les  limites  de  l'intégrale,  ou  pour  tous  les 
points  de  l'espace  compris  entre  les  six  surfaces  A,,  Aa, 
Bj,  Ba,  Cl,  C2  (n°  43)  qui  limitent  le  champ  de  l'intégrale 
triple. 

Les  termes  en  ou  affectés  de  substitutions  donnent  le 
premier  système  d'équations  aux  limites 


3) 


P=o; 

la  première  aura  lieu  pour  les  deux  surfaces  courbes  Cj, 
C2 ,  la  seconde  pour  les  deux  cylindres  Bj ,  B2 ,  et  la 
troisième  pour  les  deux  plans  Aj,  A.2.  Les  dérivées  par- 
tielles —  ■)  -^  dans   la  première  équation  sont  celles  de 

l'ordonnée  z^  ou  z,^  de  la  surface  courbe  C,  ou  C?  que 

,  .    ,    dy 
1  on  considère:  la  dérivée  — -  dans  la  seconde  est  relative  à 

dx 

lun  ou  à  l'autre  des  cylindres  Bi,  Ba- 

Un  second  système  d'équations  aux  limites 

.  [  V=:0, 

/'VVr.=-.  o, 
/7Vr/7.r/v=  <), 


R  - 

dx 

Q 

dz 

dj- 

=  0, 

Q- 

dx 

= 

0, 
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est  fourni  par  les  termes  affectés  des  variations  ^z^,  cJz,, 
âyi,  ojzt  «î-^M  0X2,  dont  les  deux  premières  sont  indé- 
pendantes de  z,  les  deux  suivantes  de  y,  z,  les  deux  der- 
nières de  toutes  les  variables  principales  x,  j,  z.  La  pre- 
mière de  ces  nouvelles  équations  (3)  aura  lieu  pour  tous 
les  points  des  deux  faces  courbes  z=.  z^^  z  =  z^-^  la  se- 
conde pour  toutes  les  génératrices  des  deux  faces  cylindri- 
ques y^  =  yi-,  y  '■=■  Jii  1  intégrale  y  V<^z  devant  être  prise 
le  long  d'une  quelconque  de  ces  génératrices  ^  la  troisième 
équation,  enfin,  devra  être  vérifiée  pour  chacune  des  deux 
faces  planes  a:  =  j:i,  x^=^x^^  l'intégrale yyV<7)v/a:  s'éten- 
dant  à  l'aire  entière  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  der- 
nières faces. 

La  solution  du  problème  du  maximum  ou  du  minimum 
absolu  dépendrait  ainsi  d'une  équation  indéfinie  et  de 
douze  équations  aux  limites  ;  mais  comme  ce  problème, 
par  sa  nature  même,  est  impossible,  nous  passons  à  l'exa- 
men des  modifications  que  doivent  subir  les  équations  ob- 
tenues, en  raison  de  certaines  restrictions  apportées  aux 
limites  de  l'intégrale. 

75.  1°  Les  limites  J^j,  Ta,  7  j,  j>^2,  z^,  z, ,  de  l'intégrale 
sont  fixes.  —  Le  système  (3)  disparaît  et  les  équations 
aux  limites  se  réduisent  au  système  (2).  Pour  les  ramener 
à  leur  plus  simple  énoncé,  considérons  un  point  x,  r,  z 
de  la  surface  limite  Cj  ou  Cj,  et  désignons  par  a,  jS,  y  les 
angles  compris  entre  la  normale  à  la  surface  et  les  axes 
des  coordonnées.  Si,  dans  la  première  équation  (2),  on 

remplace  les  coefficients  —-,  -—•,  —  i,   par  cosa,  cosfi, 
(la:     dy  *  '  1    ^ 

(OS  y,  qui  leur  sont  proportionnels,  elle  prendra  la  forme 

symétrique 

(  4  )  1^  ces  a  +  Q  ces  fi  +  K  cos  7  --  o  ; 

sous  cette  forme  elle  cxprinicia  que  la  droite  menée  pai-  le 
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point  X,  j ,  z  et  faisant  avec  les  axes  des  coordonnées 
des  angles  dont  les  cosinus  sont  respectivement  pro- 
portionnels à  P,  Q,  R,  doit  être  tangente  à  la  surface  li- 
mite. L'équation  (4)  ne  remplace  pas  seulement  la  pre- 
mière des  équations  (2),  elle  comprend  les  deux  autres 
comme  cas  particuliers;  en  etfet ,  si  l'on  suppose  : 
1°  cosy  =  o,  ce  qui  caractérise  les  deux  cylindres  Bj,  B,, 
elle    devient    P  cos  a  -h  Q  cos  j3  =  o  ,    ou    parce    que 

cos  adx  -\-  cos  (î  dy  =zo^  Q  —  P— -r=o,  et  elle  coïncide, 

par  conséquent,  avec  la  seconde  équation  (2);  2'^  si  Ton 
suppose  à  la  fois  cos  j3  =  o,  cos  y  =  o,  ce  qui  a  lieu  pour  les 
deux  plans  Ai ,  A,,  elle  se  réduit  à  P  =  o  ou  à  la  troisième 
équation  (2).  Les  diverses  conditions  relatives  aux  limites 
sont  donc  exprimées  à  la  fois  par  la  seule  équation  (4) 
étendue  aux  six  surfaces  Ai,  A^,  Bi,  Ba,  Ci,  C2  ou,  plus 
généralement,  à  toutes  les  faces  limites,  quel  que  soit  leur 
nombre. 

Si  l'on  fixe,  en  outre  des  faces  limites,  la  valeur  que  n 
doit  prendre  sur  chacune  d'elles,  toutes  les  équations  aux 
limites  (2),  (3)  disparaîtront  et  seront  remplacées  parles 
équations  qui  assignent  à  u  des  valeurs  déterminées. 

76.  2°  On  donne  seulement  les  valeurs  que  u  doit  pren- 
dre sur  les  surfaces  liniiles,  ces  surfaces  pouvant  elles- 
mêmes  se  déformer  d'une  manière  quelconque.  — Soit 
f  (j?,^,  z)  la  fonction  donnée  avec  laquelle  u  doit  coïncider 
sur  une  des  surfaces  limi  les,  sur  celle,  par  exemple,  qui  cor- 
respond à  la  limite  inférieure  de  z,  et  désignons  par  //,  q' ^ 

/■'les  dérivées  partielles -—)  -—5  -r  de  cette  fonction,  la 
^  ax     dy-     dz 

condition 
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euUaini! 

/     [§u-^-{r—r')Sz,\=:0, 

et  permet  d'éliminer  au  de  la  somme 

lies  termes  qui,  clans  la  variation  derintégrale,  sont  ad'ec- 
lés  de  la  substitution  z  :=  z^-^  ces  termes  alors  fournis- 
sent une  seule  équation 

/  dz  dz\  , 

qui  doit  être  vérifiée  sur  la  surface  limite  que  l'on  consi- 
dère, les  dérivées  partielles  -^^  -^  étant  relatives  à  cette 

dx    dy 

même  surface.  Ces  dérivées  sont  d'ailleurs  faciles  à  déter- 
miner; car,  en  diflérenliant  tour  à  tour  par  rapport  à  x 
et  à  y  l'équalion  u  =  f  (x,  y,  s),  qui  est  supposée  avoir 
lieu  pour  la  surface  limite  dont  il  s  agit,  on  obtient 

dz  ,         ,  dz 


dz 
dy 

er,  par  .suite, 

dz  _ 

r  —  r' 

''1  _  _  1: 

dy                r  - 

-7' 

substituai) I,  il  % iciit 

(5)       V--  P(/^  — //;  — Q{7  —  7')  — K(/— /•')  ==0. 

Telle  est  (loin   l  éqiialioii  ielali\i'  à  la  limite  :■^.  l  iieeqiia 
lu)ii  Idulc  [)aii'ij|(-  aiir.iil  lien   poui  1;i  seconde  liiiiilr  r>, 
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si  poui'  cette  limite  la  fonction  u  était  assujettie  à  une 
restriction  semblable.  ' 

Supposons  à  présent  que  u  doive  devenir  égale  à 
i"(.i',  y,  s),  non  plus  sur  une  des  surlaces  courbes  z  =  Sj,. 
z  =  Za,  mais  sur  la  surface  cylindrique  }=j^i,  de  sorte 
(jue  l'on  ait 


et,  par  suite, 

/     |^«-[- (7  —  y')  (îrij  =  g; 

on  pourra  éliminer  du  des  termes 


■i"f'l-y  "'•*{'' 


P'-^]  âul  (hcir 

d.r  \ 


de  la  variation  de  l'intégrale  qui  sont  affectés  de  la  substi- 
tution jy^  =j^i.  Ces  termes  alors  donneront  une  seule 
équation  aux  limites 

/"X>-('^-''^)'"-'''î"^=''- 

Pour  déterminer  la  dérivée  —■>  qui  est  relative  à  l'in- 

tersection  du  cylindre  Bj  avec  le  plan  xy,  il  suffit  de  com- 
parer les  différentielles  totales  de  u  et  de  f  (x,  y,  z  )  pour 
cette  même  intersection.  On  trouve  ainsi 

^     !_    ^  '  7     j      '  7         ^^^  P—  P' 

pdx  4-  qdy  =  p  dx  -f-  q  dy,  — 


cLt.  (]  —  q 

valeur  ([ui  ramène  l'équation  aux  limites  à  la  forme 

((i)  /jV-^P(;.-//)-Q(.y-./)j./r.z=0, 

rintéi;ral('  dans  le    premier    membre  étant   [)iise  le  loni; 


MAXIMA    ET    MIKIMA    DES    IJNTÉGnALES    TlUl'LES.         i  DJ 

iTuiie  génératrice  quelconque  du  cylindre  Bj .  La  condition 
de  coïncidence  de  u  avec  la  fonction  f  (x,  j> ,  z)  sur  la  se- 
conde surface  cylindrique  j  =J-2  conduirait  à  une  équa- 
tion toute  semblable  à  l'équation  (6). 

Enlin,  si  cette  coïncidence  devait  avoir  lieu  sur  une  des 
laces  planes,  sur  celle  par  exemple  qui  correspond  à  la 
limite  inférieure  de  x,  de  sorte  qu'on  eût 

et,  par  conséquent, 

/       j^M  +  (/?—  /,'')fj.r,j   =   O, 

on  éliminerait  ou  des  ternies 

(V^.r, -f-  PSu    dzfly 


-ff  r 


alfectés  de  la  substitution  a."  =  Xj  j  et,  après  avoir  fait  sor- 
tir des  signes /jy  la  variation  OX],  qui  est  indépendante 
de  toutes  les  variables  principales,  on  égalerait  son  coelli- 
cient  à  zéro,  ce  qui  donnerait 

(7)  fflY-'p{p-p'\dzdy  =  o, 

l'intégrale  double  s'étendant  à  la  face  plane  enlière  Aj. 
La  coïncidence  sur  la  surface  plane  correspondante  à  x, 
fournirait  une  équation  toute  semblable. 

77.  La  restriction  que  u  doit  coïncider,  aux  limites 
de  l'intégrale,  avec  une  fonction  donnée  f  (x,  y,  z),  en- 
traîne, comme  on  vient  de  le  voir,  des  équations  de  forme 
didérente  (5),  (6),  (7)  pour  les  trois  couples  de  suifaces 
C),  C2,  lîi,  H.,  Al,  A,.  La  raison  en  est  que  les  quatre 
dernières  se  ironvenr  enéclivemcnl  dans  des  (ondilions 
]iluïi    K'slrcinlcs    fjiic    les    deux    pi  oinièi  <•> ,    luiixpie    les 
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surfaces  Bj  el  Ba  sont  assujetties  à  être  cylindriques  et 
perpendiculaires  au  plan  xj ,  et  que  les  surfaces  Aj,  Ag 
doivent  être  planes  à  la  fois  et  normales  à  Taxe  des  x. 
Pour  généraliser  ce  genre  de  conditions  particulières, 
admettons  qu'une  surface  limite  quelconque,  celle, 
par  exemple,  qui  correspond  à  la  limite  inférieure  de  z, 
doive  être  un  cylindre  dont  la  génératrice  fasse  avec  les 
axes  des  coordonnées  des  angles  déterminés  ayant  pour 
cosinus  «,  h^  c,  et  que  l'on  exige,  en  outre,  que  u  coïncide 
avec  la  fonction  connue  i{x.  y,  z)  pour  tous  les  points 
de  ce  cylindre;  on  aura  à  la  fois 


A\ 


dz^         ,  dzy 


et,  en  prenant  les  variations. 


f 


Intégrée,  la  seconde  équation  aux  dérivét^s  partielles  du 
premier  ordre  donne 

^  fîz,  =r  ep  [ay  —  bx), 

çp  étant  une  forme  de  fonction  arbitraire.  On  pourra  donc 
éliminer  à  la  fois  ^u  el  ^z^  des  termes  allectés  de  la  sub- 
stitution z  =  z,.  Si  l'on  fait,  pour  abréger, 

W  =  V-P(/;-//)  — Q(7~r/')  — R(/--  /■'), 

ces  ternies  deviendi  ont 


■/■,/:/■ 


W  Vf  (  ay  —  bx  ) .  dydx. 


Celte  expression  doit  s'évanouir  quelle  que  soit  la  Ioik - 
lion  arbitraire  cp-,  mais  comme  cp  renferme  les  Ai^xw  va- 
riables .r,  )  dans  la  conibinaisoii    parlirulièro  ay — A.r, 
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nous  sommes  obligé,  pour  obtenir  réquaiioii  de  condi- 
tion définitive,  de  ramener  o  à  ne  plus  porter  que  sur  une 
seule  variable.  Dans  ce  but,  faisons  tourner  le  système 
des  coordonnées  autour  de  l'axe  des  z  jusqu'à  ce  que 
Taxe  des  x  devienne  perpendiculaire  à  la  génératrice  du 
cylindre  limite  que  l'on  considère,  et  appelons  |,  r;,  z  les 
coordonnées  du  nouveau  système,  liées  aux  anciennes 
par  les  équations 

fiY —  bx  nx  -r\-  br 


\  i  —  c  y  I  —  c 

ç.  [ay  —  hx)  devenue  fonction  arbitraire  de  la  seule  va- 
riable^ sortira  du  signe  d'intégration  relatif  à  r,.  et  son 
coefficient  égalé  à  zéro  fournira  l'équation 

Oi',  la  génératrice  du  cylindre  se  projetant  sur  le  plan  x^ 
suivant  la  nouvelle  ordonnée  ;';,  dr^  sera  dans  un  rapport 
constant  avec  la  différentielle  r/Z  de  la  génératrice;  on 
pourra  donc  remplacer  dm  par  dl  et  écrire 

y\w/=o, 

l'intégrale  jY^dl  étant  prise  le  long  dune  génératrice 
quelconque  du  cvlindre  limite;  telle  est  donc  léquation 
d»;  condition  cherchée. 

Si  la  surface  limite  2  =  z,  devait  être  un  plan  dont  on 

connût  la  direction  ou  les  dérivées  partielles  — -»  — ?  la 

'■  dx      (-/>- 

variation  de  z,  serait  assujettie  aux  deux  conditions 

doZ^  rloz, 

et  se  réduirait,  par  consé({uent,  à  une  constante  arbitraire 

'JZ-  =r  /. 
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Supposons,  oii  outre,  (|ue    la  lestriclion  u  .=  i  (.r,  j,  s  ) 
dût  subsister  pour  cette  même  surface,  ou  (ju'ou  eût 


Jm  —  i[x,  Y,  z)  J  =  o, 


cl,  par  suite, 


Les  termes  de  la  viriation  de  l'intégrale  aftectés  de  la  sub- 
stitution z  ^  z^  deviendraient,  par  lélimination  de  ou  et 

de  oz,. 


et  conduiraient  à  l'équation 

/'  fW'dy-fix  r=  o, 

dans  laquelle  l'intégrale  double  devrait  s'étendre  à  la  pro- 
jection entière  du  plan  limite  sur  le  plan  xj'.  D'ailleurs, 
comme  la  différentielle  dA  du  plan  limite  est  dans  un 
■  rapport  constant  avec  la  différentielle  clxdy  de  sa  projec- 
tion sur  le  plan  xy^  l'équation  précédente  peut  s'écrire 

plus  simplement 

/W^A  =  o, 

lintégrale  J^VdA  devant  s'étendre  au  plan  limite  entier 
(lue  l'on  considère. 

78.  Résumons  en  peu  de  mots  les  résultats  auxquels 
nous  sommes  arrivés.  Etant  donnée,  avec  ses  dérivées  par- 
tielles p',  (]'.  /■',  une  fonction  f  (j:,  y,  z)  avec  laquelle  la 
fonction  cherchée  u  doit  se  confondre  sur  une  des  surfaces 
limites,  sans  que  cette  surface  limite  soit  d'ailleurs  assu- 
jettie à  aucune  restriction,  on  doit  avoir  pour  chaque 
point  de  la  surface 
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Mais  si  Ton  tIemaDde,  en  uiiirc,  qiio  la  siufVicf  limite  soit 
uu  cylindre  engendré  par  une  droite  de  dii  cclion  donnée, 
Téquation  de  condition  se  changera  en 

(9)  /'W^Z—o, 

l'inlégrale  f  Viril  étant  prise  le  long  d'une  génératrice 
ijuelconque  /.  Enfin,  si  la  surface  limite  devait  être  uu 
plan  parallèle  à  un  plan  donné,  il  suffirait  qu'on  eût 

(10)  /Wf/A  — o, 

l'intégrale  fVidA  s'étendant  à  l'aire  totale  A  du  plan 
limite. 

79.  Quelles  que  soient  les  restrictions  auxquelles  ou 
assujettise  les  limites  de  Vinléa,va\e  JJJ  \  rlzd)  dx  ou  les 
valeurs  limites  de  la  fonction  //,  l'équation  indéfinie  (i) 
reste  toujours  la  même.  C'est  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre.  Quoiqu'on  ne  sache  pas  à 
priori  si  elle  admet  ou  non  une  équation  primitive  en 
termes  finis,  ni  quelle  est  la  nature  de  celte  équation 
lorsqu'elle  existe,  ou  est  porté  à  admettre  que  la  fonction 
//,  qui  y  satisfait  de  la  manière  la  plus  générale,  sera 
complètement  déterminée,  lorsqu'on  l'aura  assujettie  à 
vérifier  deux  conditions  particulières,  du  genre  de  celles 
que  fournissent  hîs  équations  aux  limites.  Or,  dans  les 
deux  hypothèses  que  nous  venons  d'examiner,  le  nombre 
ellèctif  des  équations  aux  limites  est  égal  à  celui  des  faces 
dillércntes  du  solide  (jui  constitue  le  champ  de  l'intégrale 
triple;  il  faudra  donc,  ou  que  ces  faces  puissent  se  réduire  à 
deux,  ou  ([ue  plusieurs  équations  aux  limites  deviennent 
identiques,  sans  quoi  le  problème  de  maximum  ou  de 
minimum  n'aura  pas  de  solution. 
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HUITIÈME  LEÇON. 


Mélhode  de  Jacobi  pour  distinguer  les  niasima  et  les  mininia  des 
intégrales  simples.  —  Application  de  cette  méthode  à  quelques  cas 
particuliers. 


80.  Loi'sque  les  fonctions  inconnues  dont  dépend  une 
intégrale  on  une  expression  définie  S  ont  été  déterminées 
de  manière  à  rendre  nulle  la  variation  première  oS,  et 
qu'on  les  fait  varier  très-peu  avec  un  paramètre /.,  c"est-cà- 
dire  en  donnant  à  ce  paramètre  un  accroissement  très- 
petit,  l'expression  S  subit  elle-même  un  changement, 
dont  le  sens  dépend  uniquement  du  signe  que  prend  la 
variation  seconde  O'S  :  lorsque  cette  variation  seconde 
est  positive,  la  valeur  de  S  augmente;  lorsc[u'elle  est 
négative,  la  valeur  de  S  diminue.  Il  en  résulte  que  l'ex- 
pression S,  dans  laquelle  on  aura  déterminé  les  fonctions 
inconnues,  comme  nous  venons  de  le  dire,  sera  un  maxi- 
mum si  la  variation  seconde  o'S  reste  toujours  négative, 
un  minimum  si  elle  reste  toujours  positive,  quelques 
déformations  qu'on  fasse  subir  aux  fonctions  dont  il  s'a- 
git. Mais  si  la  variation  seconde  q-S  peut  changer  de 
signe,  si  elle  est  positive  pour  certaines  déformations  et 
négative  pour  d'autres,  l'expression  S  pouvant  tantôt  di- 
minuer, tantôt  croître,  ne  sera  ni  un  maximum  ni  un 
minimum. 

Ainsi,  pour  distinguer  analytiquement  le  maximum  du 
minimum,  on  aura  à  discuter  la  variation  seconde  O" S. 
Mais  cette  discussion,  facile  en  principe,  est  dans  la  pra- 
tique hérissée  de  grandes  difficultés,  qu'on  n'a  pu  vaincre 
jusqu  ici  que  dans  les  cas  les  plus  simples.  En  effet,  tout 
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ce  qu  on  a  pu  obtenir  dans  cette  voie  est  à  peu  près  com- 
pris dans  la  méthode  donnée  par  Jacobi  pour  distinguer 
les  maxima  et  les  minima  des  intégrales  simples  :  c'est 
cette  méthode  que  nous  allons  exposer  d'une  manière 
aussi  élémentaire  que  le  comporte  le  sujet,  en  mettant  à 
profit  les  commentaires  dont  elle  a  été  l'objet  de  la  part 
d'autres  géomètres. 

81 .    Considérons  l'intégrale  simple 

S  =    1      \djc, 

dans  laquelle  V  est  une  fonction  donnée  de  x,  i  ,  y\ 
y", .  .  . ,  y'"'.  La  recherche  du  maximum  ou  du  minimimi 
de  cette  intégrale  se  partage  en  deux  parties  :  dans  la 
première  on  peut  supposer  les  valeurs  limites  de  x,  y,  y\ 
y" ,  y^"~''  fixes,  mais  quelconques,  et  chercher  la  re- 
lation entre  y  ^^  x  qui  rende  l'intégrale  maximum  ou  mi- 
nimum, relation  qui  renfermera  en  général  "xn  constantes 
arbitraires;  dans  la  seconde  on  fait  varier  les  valeurs  li- 
mites dex,  r,  r'î  J^"v  •  -5  r'"~^'  autant  que  le  permettent 
les  conditions  du  problème,  et  l'on  cherche  les  valeurs 
des  0.11  constantes  arbitraires  pour  lesquelles  l'intégrale 
soit  plus  grande  ou  plus  petite  que  pour  toutes  les  autres 
valeurs,  très-peu  différentes  de -celles-là,  qu'on  pourrait 
donner  à  ces  mêmes  constantes.  Cette  seconde  partie  de 
la  question  rentrant  entièrement  dans  la  recherche  propre 
au  calcul  difiérentiel  des  maxima  et  des  minima  des  fonc- 
tions de  plusieurs  variables  indépendantes,  nous  n'avons 
pas  à  nous  en  occuper  ici  ;  il  nous  suffira,  en  conséquence, 
de  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  de  l'intégrale  S 
dans  l'hypothèse  où  les  valeurs  de  x,  y^  j\.  .  .,  yf"-' 
relatives  aux  deux  limites  restent  invaiiables. 

Dans  ceiu>  hypothèse,  si  l'on  appelle  P,  P,,  P.,,.  ,  .  .  V„ 
IV.  M 
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les  dérivées  parlielles  de  V  relatives  ày,  j' ij" ■>  •  •  •  5  J''"^ 
et  qu'on  fasse,  pour  abréger, 

la  variation  de  l'intégrale  du  premier  ordre  sera 


-I 


^S=    /       {V)Sj.dx, 
et  celle  du  second  ordre 

r?S  =     /        j^(P)5j  +  (P)rîH'}r/.r. 

La  première  condition  du  maximum  ou  du  minimum, 
JS  =  0,  conduit  à  une  équation  différentielle  de  l'ordre  1  n 

(1)  (P]  =  o, 

à  laquelle  on  satisfera  de  la  manière  la  plus  générale  par 
une  certaine  relation 

(2)  j^=f{x,n„a.,,...,a.„) 

entre  y^  x  el  2n  constantes  arbitraires.  Puisque  (P)  est 
nul,  la  variation  seconde  se  réduit  à 


/■■ 


(3)  ^^S=    I        d['?)Sy.da:, 

et  il  s'agit  d'examiner  si  elle  peut,  ou  non,  changer  de 
signe. 

82.  L'existence  du  maximum  ou  du  minimum  exi- 
geant que  la  variation  seconde  de  l'intégrale  ne  puisse 
changer  de  signe,  et,  par  conséquent, qu'elle  ne  puisse  être 
nulle  en  même  temps  que  la  variation  première,  on  voit 
d'abord  qu'il  n'y  aurait  ni  maximum  ni  minimum  si.  dans 
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les  coiiiliiioiis  du  problème,  dy  pouvait  recevoir  une  va- 
leur aulre  que  zéro,  qui  reudît  5(P)  nul  identiquement, 
ou  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  Or  pour  faire  varier  y 
sans  que  (P)  varie,  c'est-à-dire  sans  que  l'équation  (P)  =  o 
cesse  d'avoir  lieu,  il  n  est  qu'un  seul  moyen  :  c'est  d'al- 
térer les  constantes  «i,  «25  •  •  •  ■>  contenues  dans  l'intégrale 
de  l'équation  différentielle  (P)  =0.  Cela  est  évident  5  car 
puisque  cette  intégrale  est  la  valeur  la  plus  générale  dej 
(jui  vérifie  l'équation  (P)  =  o,  aucune  autre  valeur  de  j 
ne  pourrait  y  satisfaire  que  pour  des  valeurs  particulières 
de  X.  Ainsi  la  seule  forme  de  oy  qui  puisse  rendre  <^(P) 
constamment  nul,  est 


df   .              df   , 

0  V  ==  -—  à  «,  +  —-  àa.  -h  . 
fiai                an-. 

df    . 
da.„ 

)U 

bien 

4) 

de  2,1 

en  désignant  par  a,,  a,,...,  a;,,,  les  variations  '-}«,, 
'îûsî  •  •  •  5  ^a^„^^i\x'\  sont  de  nouvelles  constantes  arbitraires. 
Telle  est  donc  1  intégrale  ou  la  solution  la  plus  géné- 
rale de  l'équation  dilïéreniielle 'î(P)  =  o.  Elle  renferme 
2 Ai  constantes  arbitraires,  ainsi  que  cela  doit  être^  car  il 
est  facile  de  voir  que  le  développement  de  0  (P)  renferme 
oj  avec  ses  dérivées  successives  jusqu'à  l'ordre  in  inclusi- 
vement. 

L'existence  du  maximum  ou  du  minimum  exige  donc 
avant  tout  que  ^iy  ne  puisse  pas  avoir  la  lorme  (4).  Or 
comme  nous  supposons  fixes  les  valeurs  limite;"  de  x,  v, 
y' ly"-  •  •  • ,  J  '"~'  ,  sans  que  la  déformation  de  y  soit  assu- 
jettie à  d'autres  restrictions,  ^y  peut  être  unefonclion 
quelconque  de  x,  pourvu  qu'elle  s'évanouisse,  avec  ses 
dériv/'cs  successives  jusqu'à  l'ordre  ?i  —  i,  aux  deux  limites 
de  l'intégrale.  On  en  conclura  que,  si  les  constantes  y.^. 
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«5, .  .  .  dans  la  formule  (4)  peuvent  être  déterminées  de 
manière  à  vérifier  les  conditions 

or  =  o,      -~- —  o,      — — p  =  o,..,,         .       ",    =  G, 
cij:  de-  (1.t"~  ' 

aux  deux  limites  de  l'intégrale,  la  solution  {2)  ne  don- 
nera ni  maximum  ni  minimum. 

83.  La  restriction  imposée  à  0 j ,  afin  que  la  variation 
seconde  0"S  ne  s'évanouisse  pas,  est  susceptible  d'une 
interprétation  géométrique  très-remarquable.  Si  1  on  re- 
garde X  et  f  comme  les  coordonnées  rectilignes  dun  point, 
l'équation  y  ==:  y  (  x,  «1 ,  a^. .  .  . ,  «,„)  représente  une 
courbe  plane  qui  se  déforme  d'une  manière  continue, 
quand  on  fait  varier  les  constantes  a^,  rt,, .  .  . ,  avec  un 
paramètre  commun  t..  Donnons  à  ce  paramètre  un  ac- 
croissement i  et  désignons,  comme  nous  l'avons  fait,  par 
dy,  ^^y,-  •  -,  les  dérivées  successives  àey  relatives  à  x, 
nous  aurons  une  nouvelle  courbe  du  même  genre  que  la 
première,  mais  dans  laquelle  à  l'abscisse  x  correspondra 
l'ordonnée 

■^         1.2     ' 

Pour  que  cette  courbe  passe  par  un  point  donné  A  de- 
là première  courbe,  il  faut  qu  en  ce  point  on  ait  Ay  ==  o, 
ou,  en  divisant  par  i, 

or  H 0' >•  -i-  .  .  .  =  o. 

1.9. 

Pareillement  la  dérivée  y'  sera  la  même  pour  les  deux 
courbes,  ou  les  deux  courbes  auront  un  contact  à\i  pre- 
mier ordre  au  point  dont  il  s  agit,  si  l'on  a  en  outre 
en  ce  point 

oy'  -t ^-y'  -f-  .  .  .  =  o. 
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Le  contact  des  deux  courbes  sera  du  second  ordre,  si  la 
nouvelle  condition 

or"  H '—d-Y"-^-..=o 

1.2' 

est  remplie  avec  les  deux  précédentes,  et  ainsi  de  suite. 
Or,  lorsque  i  tend  vers  zéro,  la  seconde  courbe  s'ap- 
proche indéfiniment  de  la  première  -,  pour  i  =^.o  les  deux 
coui^bes  coïncident  et  les  équations  précédentes  deviennent 

oj  =  o,      oj'=-— -  =  o,      <iy   = 


dx  ^  d.T^ 

Donc,  si  la  variation  oy  et  ses  //  —  i  dérivées  succes- 
sives s'évanouissent  en  même  temps  au  point  A,  ce  point 
sera  la  limite  de  l'intersection  de  la  courbe  donnée  et 
d'une  autre  courbe  du  même  genre  ayant  avec  la  pre- 
mière un  contact  de  l'ordre  //  —  i ,  et  tendant  indéfini- 
ment à  se  confondre  avec  elle. 

Ces  considérations  permettent  de  formuler  de  la  ma- 
nière suivante  le  résultat  obtenu  n'^  82  :  Ayant  trouvé 
une  courbe  AB  qui  satisfait  à  la  condition  ^S  =  o,  pour 
leconnaitre  si  elle  correspond  réellement  à  un  maximum 
ou  minimum  de  l'intégrale  S,  on  fera  varier  les  constantes 
contenues  dans  son  équation,  et  l'on  cherchera  s'il  est 
possible  de  déterminer  par  ce  moy^n  une  courbe  de  même 
nature  passant  par  deux  points  donnés  de  la  première 
courbe  et  ayant  avec  elle  en  ces  points  un  contact  de  l'ordre 
n  —  I  ;  ensuiteon  rendra  ces  points  mobiles  sur  la  première 
<ourbc  et  on  les  fera  approcher  simultanément  des  points 
extrêmes  A,  H  correspondants  aux  limites  de  l'intégrale  ; 
cela  posé,  s'il  arrive  qu'eu  même  temps  la  seconde 
(  ourbe  s'approche  indéfiniment  de  la  première,  de  sorte 
<|ue  les  deux  courbes  coïncident  lorsque  leurs  points 
•  onimuns  sont  en   A  et   H,   la  solution  f|u"<ni  cNamine  ne 
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donnera  ni  un  maximum  ni  un  minimum  de  l'intégrale 
proposée.  Il  en  sera  de  même,  évidemment,  si  le  contact 
de  l'ordre  n — i  des  deux  courbes  infiniment  voisines 
peut  avoir  lieu  en  deux  points  C,  D,  situés  enti-e  A  et  B 
sur  la  première  courbe,  puisque  l'intégrale,  n'ayant  ni 
maximum  ni  minimum  entre  C  et  D,  ne  saurait  en  avoir 
dans  toute  son  étendue. 

Au  lieu  de  faire  varier  les  deux  points  de  contact,  on  peut 
évidemment  fixer  le  premier  point  en  A  et  faille  mouvoir 
le  second  sur  la  courbe  donnée,  jusqu'à  ce  que  la  seconde 
courbe  coïncide  avec  elle;  on  trouvera  ainsi  la  limite 
jusqu'à  laquelle  ou  au  delà  de  laquelle  l'intégration  ne 
doit  pas  s'étendre,  pour  que  le  maximum  ou  le  mininuim 
ne  cesse  pas  d'avoir  lieu. 

84.  D'après  cela,  la  première  chose  à  examiner  est  si 
la  forme  (4)  de  la  variation  ^y  ^^t  compatible  ou  non 
avec  les  condiiions  admises,  c'est-à-dire  si  dans  1  équa- 
tion 

h.}-—-  «I V  -M-, h  •  •  •  -f-  a,„  - — 

on  peut  trouver  pour  les  constantes  aj ,  «a  ?  •  •  •  des  valeurs 
différentes  de  zéro,  au  moins  pour  quelques-unes  d'entre 
elles,  et  telles  que  oy  avec  toutes  ses  dérivées  successives 
jusqu'à  l'ordre  n  —  i  s'évanouisse  aux  deux  limites  de 
1  intégrale,  ou  seulement  pour  deux  valeurs  distinctes  de 
X  comprises  entre  ces  limites.  Si  cela  est  possible,  la  dis- 
cussion est  terminée  et  l'on  n'a  pas  besoin  d'aller  plus 
loin,  car  on  sait  (fu'alors  il  n'y  a  ni  maximutn  ni  mi- 
nimum; mais  si  l'on  parvient  à  reconnaître,  au  contraire, 
({ue  ^y  ne  peut  pas  avoir  la  forme  ci-dessus ,  il  faudra 
examiner  le  signe  de  la  variation  seconde  (5^ S  pour 
à  autres  formes  admissibles  de  oy.  Pour  cela,  on  sera 
obligé  de  fair<>  subir  à  la  variation  seconde   O^S  diverses 
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tranformations  ayant  pour  but  diiilioduire  sous  le  signe 
intégral  un  carré  parfait  multiplié  par  un  facteur  connu. 
Ces  transformations  reposent  sur  certaines  propriétés 
d'une  classe  particulière  d'équations  ditférentielles  li- 
néaires, pi'opriétés  que  nous  ferons  connaître  dans  les 
numéros  suivants. 

83.  Soit  o  une  fonction  homogène  entière  et  du  second 
degré  de  z,  s',  z",.  .  .,  zS"\  z  étant  une  fonction  quel- 
conque de  X  et  z',  z"^.  .  .  ses  dérivées  successives-,  dési- 
gnons par  ^'  (  z),  ^^'(2'), . . . ,  o'(z^"')  les  dérivées  partielles 
de  o  relatives  à  z,  z', .  .  .,  2*"^,  nous  disons  que  l'expres- 
sion 

fonction  linéaire  de  z,  z',  z", .  .  . ,  z'""^,  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

(b)  Az ; —  H ; —  .  .  .±: —5 

^     ^  dx  d.z^  dx" 

A,  Al,  Aj, .  .  . ,  A„  ne  renfermant  que  la  variable  x. 
Remarquons  d'abord  que  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

«^^  =  a^^  ne  renfermant  plus  ni  z  ni  ses  dérivées,  la 
fonction  o  aura  nécessairement  la  forme 

I 

?  -=  -  U^^ZZ  -f-       floiZ-      4-       «02  2~        --h.  .  .-h       a^nZZ^"> 
0. 

-f-  -«llZ'z'  -I-       rt.oZ'z"    +  .   .    .  -f-         rtinZ'zV"' 
2 

-^--OnZ'z"  +  ...-+-        «5„z"zC") 
2 


;«„„3("'^"'-i 
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ses  dérivées  partielles  seront  donc 

Q/'(z)     =  a„„:;  -(-  a^^z'  -\-  a^.z"  -I-  .  .  . -J-  /7u„z("\ 
ç'(z')    =  a,(|Z  +  «,,z'  +  «i2z"  +  •  •  .  -Hfl,„zC"-, 


o'(z("))  =  rt„uZ  +  ^„,z'-|-<7„2  3" 


zi"). 


Difïérentions  ces  équations  par  rapport  àjc,  la  seconde 
une  fois,  la  troisième  deux  fois,  etc.,  et  ajoutons-les  après 
avoir  changé  le  signe  de  la  seconde,  de  la  quatrième,  etc., 
équation,  nous  trouverons  la  fonction  $  (z)  exprimée  par 
une  suite  de  termes  dont  les  suivants 

d.a^xz'        (i- .fi-iiz"  d"  .a„„z''^' 

(7)  ('..z 


d.T  dx'  dx" 

ont  déjà  la  forme  voulue  (6).  Les  autres  se  groupent  deux 
à  deux  en  binômes  de  la  forme 

dont  chacun  peut  encoi'e  être  ramené  à  la  forme  (6).  En 
eifet,  soit  p'^q^  p  —  q  =  r-^  désignons  par  A,  /,  h  trois 
nombres  entiers  positifs  tels  que  h  -{-  i  -^  h  z=  p  -\-  q^  et 
h^k-j  écrivons  pour  simplifier  a  au  lieu  de  rt^,^  et  posons 

'^'^^=         dx"         -— ^~' 

eu  prenant  chaque  fois  le  signe  supérieur  ou  inférieur 
suivant  que  h  —  A  est  pair  ou  impair^  le  binôme  qu  il 
s'agit  de  transformer  sera 

Or  il  est  facile  de  s'assurer  qu'un  binôme  quelconque  de 
la  tôrmc  [h.  A]  se  décompose  en  deux  autres  de  Ja  même 
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forme,  et  qu  on  a  généialement 

[h,  /,]  =  [/> -i,  X]+[A-i,  A  ^,]; 
on  aura  donc  aiissi 

b'  '7]  =  [/^  — I.  7]  +[/•'  — ï'  7^']- 

On  pourra  décomposer  de  nouveau  chaque  terme  dvi  se- 
cond membre  en  deux  autres,  et  en  continuant  ainsi,  on 
parviendra  nécessairement  à  exprimer  [/7,  r/]  par  une 
suite  de  termes  qui  rentrent  dans  l'une  ou  dans  l'autre 
des  formes 

[m  ,  m],      [m  -T-  1,  m]. 

Mais,  en  vertu  des  notations  admises,  on  a 

fix'" 


[8)    -:  [/?/H-i,w]=; 


djf 


Ainsi  les  termes  dont  se  composera  définitivement  [/;,  ^] 
et  par  suite  le  binôme  Z^,,  auront  tous  la  forme  requise. 
On  peut  ajouter  (|ue  l'indice  du  premier  terme  sera  ^,  et 

1-11        •  P  -^  n        P  -^  'I  —  ' 

celui  du  dernier  ternie oiv ;  suivant  que 

10. 

p  -h  q  est  pair  ou  imjjair. 

8(i.  Nous  pourrions  nous  contenter  de  ces  indications 
générales,  qui  prouvent  déjà  suffisamment  la  possibilité  ' 
d'edectuer  la  transformation  dont  il  s'agit:  mais  comme 
la  marche  que  nous  venons  de  signaler  conduit  irès-faci- 
lemenl  au  développement  définitif  de  | />.  q\^  nous  ne 
laisserons  pas  d«'  la  suivie  jus([U  au  bout. 
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On  tiouve  d'abord  successivement 

[y^j  </]  =  [z-^— '»  7]  +  [/^  — 1, 7  + 1]' 
[/^  —  I»  '7]  =  [/^  — 2,  <7]  +  [/^  — 2,  'y+ij. 

[/^  —  2,  7]  =  [/^  —  3,  y  ]  -4-  [/>  —  3,  ry  -h  I  ] , 

[7  +  2,  ^1  =  [9+  i,<7j  +  [ry  +  I,  ,7+  i]; 
ou  a  d'ailleurs,  en  vertu  des  relations  (8) , 

substituant,  il  viendra  donc 

(9)       [/^  7J=^[7>'7]  +  ['7 -+-i>7  +  i] 

H-[<7 -1-2,  y  -1-1]+. ..  +  [/?— r, 7-1-1]. 
ou 

[/^, '/]=^['7»  7] +['?  +  !»  y +  i]-t-R,, 
si  l'on  fait,  pour  abréger, 

R,  =  [f/-h2,  7-M]+[7  4-3,  ry-t-i]  +  .  .  .-^[/>— I,  <7  +  l]. 

Les  différents  termes  de  celte  dernière  équation,  déve- 
loppés de  la  même  manière  en  série  de  la  forme  (9), 
donnent  successivement 

[7+2,  f7-t-l]=-[7-M,  ry-l-i], 

[7-1-3,   ry-i-i]=-[ry+i,    q^l]-\-{q  +  1,   74-2], 

[7  +  4»  '/+']=-[7-l~i'  '7  +  1]-^- [7 +  2,  7-i-2] 

+  [<7-f-3,  7  +  2], 

+  [7+3:   7  +  2]  4- •  ■  ■-\-[l>--^h  7-t-2]- 
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lui  ajoutant  ces  équations  en  nombie  p  —  q  —  2  ==/■ —  y. 
on  trouve 

Ri  =  -(/-— 2)[7-+-i,  çr  +  i]4-  ;/• — 3) [9 -^2,  r/-{-2]  4-R„ 

où 

R,=  (/--4)[<7-f-3,  y  4-2]  +  (r-5j[7  +  4,  <i  +  2] 
-f-  ...-+-  I  .[/^  —  2,  7  4-  2]. 

Clia(jue  terme  de  cette  nouvelle  série  peut  se  développer 
de  la  taème  manière,  et  ainsi  de  suite.  Si  l'on  appelle 
Hp  le  coefficient  du  terme  qui  en  a  p  avant  lui  dans  le 
développement  de  la /i"'""'  puissance  du  binôme,  en  sorte 
(pie 

n  («  —  I 
1.2 

//   (/;  —  I  )  ('■'  —  2 )  .  .  .  (rt  —  0  -h  I  ) 
'^  1  .  2 .  3  .  .  .  p 

si.  de  j)lus,  on  se  rappelle  la  relation  facile  à  vérifier 

qui  donne  1  une  après  Tautre  les  égalités 

«uH- {«  +  i).  =  («-f- 2),, 

//o  -+-  («+   l),   +  («  +  2):  =  (/2  -+-  3).., 

/'„  +  («  4-  1)1  -^[n  +  2), -h.  .  .  4-(«-i-p)o=  («  -t-p-f-  iV^^, 
ou.  en  d  autres  ii-rmes, 
"h  +  ('i  4-  i),.  --h  ("  -f-2)„  -H  ...  -h  i//  4-  p)„  =  («  -l-p  +  i}h+i, 
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oi)  trouvera  successivement 

-^('■— 5M-7  +  4. '7  +  3]  +  ('-~6),[7H-5,  v  +  3] 
-i-.  .  .-h  2,  [/j  —  3,  7-1-3] 

=  l  ('•-3):.[7-f-2,r/+2]  +  (r-4),[r/  +  3,7H-3]H-R3, 

-+-  ('•-ti):,[7-i-5,  7  +  4]H-(r-7),[7  +  6,  7  +  4] 
+  ----H33[/^ 4,  V-+-4] 

-  ^'''  — 4)3[7  +  3,_7+3]  +  (/-  — 5^,[7^-4,7^-4]-f-Rl, 

etc.  On  poursuivra  ces  développements  jusqu'à  ce  qu'on 
ait  épuisé  tous  les  termes,  c'est-à-dire  jusqu'à  ce  qu'on 
arrive  à  une  expression  c[ui  n'ait  plus  besoin  d'être  trans- 
formée. Cette  expression  sera,  dans  le  cas  où  r  est  un 
nombre  impair  : 

dans  le  cas  où  r  est  un  nombre  pair  : 

Si  l'on  substitue  les  valeurs  de  Rj,  Rg, .  .  . ,  [/^  </]  sera 
exprimé  par  une  série  dont  les  termes  successifs  renferme- 
ront [//,  </],  [q-h  I,  q  -h  i],  [^  +  2,  7  +  2],.  .  ,  mul- 
tipliés respectivement  par  les  coefficients 

1  2  2 

(r-4).,H--  '  (r-4),,..., 
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OU  par 

I.         i  r         i  r[r  —  3  !/•(;•  —  4  '  ( '"  —  5  ) 

_,      —  —, , ,  •  •  ■  » 

2  21  2  1.2  2  I.2.0 

puisqu'on  a  en  général 

i  ' p  —  I  ;  0— I  H (r  —  &  —  \)r. 

I   rlr —  p  —  \)  (r  —  o  —  2l...(r —  2p+i) 

2  I  .  2  .  3  .  .  .  p 

Remettant  pour   [p,  q],    [rj,   ^],    [q -{- i ,   c/-f-ij,... 
leurs  valeurs,  on  aura  donc  défini livemeni 


(lo)   '  -^ 


(IvP  cWi  dxl  \  cL-r'l^' 

r   r—  3)  d9+\nV-'')z(l^^l 


I   .  2  d.T'l^' 

r{r — 4)  (/-—S)   r/7+--,rt('-«)z;(î-+-^) 
1.2.3  d.r'i-^^ 


série  qui  finit  d'elle-même  lorsque  les  dérivées  de  a  ces- 
sent d'avoir  un  sens,  et  où  l'on  prendra  le  signe;  supérieur 
ou  inférieur  suivant  que  la  différence  p  —  q  =■  r  sera 
paire  ou  impaire.  Le  dernier  terme  de  ce  développement 
sera  dans  le  premier  cas 


1- 
d 

2  


■=.J'-0 


dx       '- 
et  dans  le  second 

q-r-—  [l-i I 

d         '■    .a' -y  '   ! 


dx 


1.  indice  q  A = -,   ou  q  -+ =  ' '- 
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qui  affecte  ce  dernier  terme,  est  nécessairement  inférieur 
à  n ,  puisque  p  est  tout  au  plus  égal  à  /i ,  et  /?  ^  q. 
Cette  observation  est  importante,  car  elle  prouve  que  les 
binômes  Z^^  qui  font  partie  de  ^  [z)  et  qu'on  ramène  à 
la  forme  (6)  par  les  développements  qui  précèdent,  ne 
peuvent   contribuer   en  rien   à    la  formation  du   terme 

— '- — '^ — 5  lequel,  par  suite,  devra  son  existence  unique- 
ment au  dernier  des  monômes  (7).  Il  est  donc  démontré 
non-seulement  qu'on  peut  développer  ^  (z)  en  une  série 
de  la  forme  (6),  mais  aussi  qu'on  aura  dans  le  dernier 
terme  de  ce  développement, 

A„  =  a,.„  =  -^. 

87.   Revenons  à  l'expression  ^  {z)  que  nous  venons  de 
mettre  sous  la  forme 

^/.A,z'        f/\A.z"  ^d\A„zC'> 

a)(ci  =  Ao2 -. \ J-: ■  ..± 7-;; — 

^  dr  a.T-  f/jc" 

Si  nous  y  remplaçons  z  et  ses  dérivées  z\  z" ^ .  .  . ,  par  une 
autre  fonction  u  et  ses  dérivées  «',  u'\...^  elle  de- 
viendra 

,    ,  f/.A,«'        d\k.,n"  _^d".A„/i("^ 

*(«)  =  Ao« ; \ — •  .  ■-;- — 

^     '  c/x  r/.r^  el.r" 

Cela  posé,  nous  alloiLS  démontrer  que  la  différence 

«  *  (  z  )  —  z  $  (  «  ) 

est  une  dérivée  exacte,  quelles  que  soient  les  fonctions 
7/  et  s. 

Considérons  en  effet  deux  termes  coirespondants  quel- 
conques 

,    I      dP.A.z(P''  dl'  .Apu(P^  ) 

^  ^    I  dxP  dxP        i 
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de  celte  différence,  et    rappelons-nous  que,  d'après  un 
théorème  connu  du  calcul  cl iffé rende],  on  a 


{—\)p\kpZ^P)u^P)  —  ^- 


dXp  \  I  '^•^ 

p{p—  i)  dKk„z^P)u(P--')  I 

I  .  2  clx'  ) 

dP.kpuiP         ,         ,1         ,  ,   ,  ,       p  d.Apu(P)z(P-'^ 
z  ^ =    —  \)p\kpu(P'z(P)  —  ' £— 

p{p—  i)  d\kpU^PU^P-'^ 
I  .  2  dx- 

si  l'on  retranche  la  seconde  équation  de  la  première,  cl 
qu'on  fasse,  pour  abréger, 

/   Un  =  kp{u^PHiP^  —  U<^P)z'P>]  =  G, 
i  U,  =  ^  A,,  [«fP'zCP-')  —  M^/'-')s.'/';], 

'  '  u...  =  ^^^~  '^  A,,  [«;/-)  ziP-^''^  -  u^P--'  z(i% 


V  p  =  k,,{u'^P'!  z  —  HZ^P)], 

\v.  couple  de  termes  (jue  nous  considérons,  deviendra 

^''''l"'        d.r.P        "  dxP       '\~7b:)     '  dx   ^  ^    r/.r."    '    r 

Si,  dans  cette  équation,  on  donne  successivement  à  j> 
toutes  les  valeurs  entières  depuis  zéro  jusqu  à  n  et  qu  on 
ajoute  les  différents  résultats  ainsi  obtenus,  oii  trouvera 
la  différence  u^  [z)  —  z  ^(")  exprimée  par  une  suite  de 
dérivées  exactes:  cette  différence  sera  donc  bien  elle- 
même  une  dérivée  exacte. 

88.  Examinons  en  particulier  la  forme  que  piend  la 
différence  u^[z)  —  c  <P  (//),    lorscpion    y   fait   z  =  //?,, 
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Zi  étant  une  nouvelle  fonction  quelconque  tle  .r.  Si,  dans 
les  équations  (ii),  on  substitue  à  z  et  à  ses  dérivées  les 
valeurs 

z  =  uz,, 
z'  =^  uz\  -+-  u'Zi , 
z"  =  uz'\  -\-  2  u'z\  -f-  u"z, , 

z:/')  =  uz'"'  +  ^  «'3^"-'  -h  '-^^^::^  «V"-^^  -4- . . .  +  «!/')  z, , 

'  I  '  1.2  ' 

Ui ,  Lo-, .  .  ..  Up  deviendront  des  lonctions  linéaires   de 
s', ,  z' 2:|''  et  le  coefficient  de  z^'^  dans  le  développe- 
ment de  \jr  sera 
4 

^ '— 5 \p{p  —  ^)--ÂP  —  '' S+l]u'^l'UliP--') 

i.2.o...r.i.2.i....ï'  ' 

— P[P  —  ^)"-{P~^-^^)P  P  —  ^)---{P  —  -^  -r-  «  )  «f^~'"-  u'P-'^  J, 

expression  qui  reste  la  même  lorsqu'on  permute  entre 
eux  les  indices  7;s.  Ainsi  Lj,!]?,...,  Up  seront  exprimées 

par  des  équations  linéaires  en  z\,  r",.  .  .,  z^  ,  dans  les- 
quelles les  coefficients  seront  les  mêmes  sur  les  lignes  ho- 
rizontales et  sur  les  lignes  verticales  de  même  rang;  il  en 
résulte  qu'on  peut  les  représenter  par  les  dérivées  par- 
tielles d'une  fonction  é^  homogène,  entière  et  du  second 

degré  de  s.,  s, ,.  .  .,  z/\  de  sorte  que 


Dès  lots,  si  l'on  ajoute  les  équations  (ii)  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  z,,  2',,  z'\^ .  .  .  ^  z\''\    le 
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premier  membre  sera  atip,  tandis  que  le  second  membre 

—  A„  z^i'''  \  iiU'}  z,  +  -  u'-i'-')  z\-h.  .    -1-  uz^^^ 


se  réduira  à 


i     ,   ^flP.zz,  ,   ^  flP.nz, 

A„  '  u(P^  ~ —  zU') 


''  [  dxP  '  (txP     , 

on  aura  donc 

^       '  '-^         'i-  {  da-l'  dxP     ) 

valeur  symbolique,  ou  abrégée,  de  la  fonction  homogène  du 

second  degré  en  z',,  z",...,  z|''',  dont  les  dérivées  partielles 

représentent  les  quantités  Uj,  U-2, .  .  . ,  Up.  On  obtiendra 
la  valeur  de  ^|/p,  sous  la  forme  définitive,  en  remplaçant  z 
par  «Zj  et  eflccluant  les  ditférentiations  indiquées. 

Les  différents  couples  de  termes  dont  se  compose  la 
différence  u $ ( s )  —  z^[u]^  s'expriment  ainsi  par  les  dé- 
rivées   partielles  de  certaines   quantités  (i,,  ^^,,...,  i^»,,, 

fonctions  homogènes  du  second  degré  eu  z  ^ ,  z" , .  .  . .  z["^' 

Donc,  si  l'on  fait 

(|^  sera  encore  une  fonction  liomogèni;  de  z', ,  z" , .  .  . ,  z 
du  second  degré,  et  l'on  aura 

(i3)   u^[z)  —  zi'{u)=-~[^l>'(z^ — L__i_...-r:  i_AJ_/f. 

^  '  ^  ^       dx\'    ^    "  dx  •    ^       dx"~'       \ 

11  est  essentiel  de  se  rappeler  qu'un  terme  quelconque 

1^^  de  la  somme  t^  =:  -i,  -f-  t|(2  -f-  .  .  .  t|/„  ne  renferme  les 
dérivées    de    z,   que    jusqu'à    Tordre   p    inclusivement, 

car    il    en    résuilc  rpie    le    (  an é  z*"^    entre  uniquement 
IV.  ,:. 
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dans  le  dernier  terme  d»,,,  où  il  a  pour  coefficienl A,,  //'. 

c'est-à-dire  que  l'on  a 

=  —  A„«-. 


89.  Admettons  maintenant  que  //  soit  une  valeur  con- 
nue de  z  qui  satisfasse  à  l'équation  diOérentieile  ^P  (2)  =  o, 
t'n  sorte  que 

4>  iu'j  =  o 

soit  une  équation  identique,  et  faisons,  pour  abréger, 


dx  dx"~' 

l'équation  (i3}  donnera,  en  intégrant, 

Jn ^[z)d.T  =  —  «i»,  (:', \. 

Le  procédé  qui  nous  a  conduits  à  transformer  ^[z\ 
(n"  85),  s'appliquera  également  à  rcxpression  4'i(i;'J, 
puisqu'elle  dérive  d'une  fonction  homogène  ^  du  second 
degré  de  la  même  manière  que  ^[z)  se  déduit  de  la  fonc- 
tion homogène  op.  Donc,  ^y[z\)  pourra  aussi  se  dévelop- 
per en  une  série  analogue  à  (6),  et  l'équation  précédente 
prendra  la  forme  définitive 

^l4)       fu^{z)dx=-TÈ,z^^—j- .,.±-———, 

B,,  B.2,.  •  .  ?  B„  étant  des  fonctions  de  .r,  //,  «',.  .  .,  u" 
faciles  à  calculer  dans  chaque  cas  particulier.  ÏNotons  ici 
seulement  que  la  dernière  de  ces  fonctions,  en  vertu  de  vf 
qui  précède,  aura  pour  valeur 

d'-h 
B^= rf-:  =  A„  U-. 
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90.  En  résumant  les  résultais  auxquels  nous  sommes 
parvenus,  nous  pouvons  mairitenaut  énoncer  les  deux 
théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Si  çp  est  une  fonction  homogène  du 
second  degré  en  ^,  s',  s", .  .  . ,  z'"K  l'expi^ession 

^  '  dx  d.c-  dx" 

sera  une  fonction  linéaire  de  2,    z',  z",...,z'^"\  qu'on 
pourra  mettre  sous  la  forme 

_^d".A,,z(") 
dx" 


d.A,z' 

A„s 

dx 

d' .  A.,  z" 

et  l'on  aura 

d-  a> 

Théorème  II.  — Si  u  est  une  valeur  particulière  quel- 
conque de  z  qui  satisfait  à  l'équation  difïérentielle 

et  qu'on  fasse  z  =  uz^,  le  })ro(luit  u^{z)  sera  une  déri- 
vée exacte,  quelle  que  soit  la  fonction  z,  :  son  intégrale 
prendra  la  forme 

/■/   Tî    '"  ,-/''— I    R    -'"' 

/  M  <p   2    dx  =  —  B I  3  ,  -I- —  .  .  .  ± 

^  ■  '  dx  dx" 

et  l'on  aura 

B„  =  A„  t(\ 

91.  Ces  deux  théorèmes  nous  serviiont  à  elfectvu'r  les 
transformations  nécessaires  pour  mettre  en  évidence  le 
signe  de  la  variation  seconde  O'^S.  Lorsque  les  valeurs 
limites  de  x,  ),}'',/", .  .  .,,)""'  sont  iixes,  celte  variation 

I  2. 
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est,  comme  nous  l'avons  déjà  vu. 


''=£ 


'S{V)Sy.dx, 


et  l'on  a,  d'après  la  signification  connue  de  (P), 

dx  d.T^  dx" 

Or,  en  faisant,  pour  abréger, 

d'Y 


on  trouve 

oPi  =r  rt,oZ  -J-  fl|,  z'  -!-  rtioz"  -H  .  .  .  -+-  «i„z("^, 

oP.>  =  «21,2  H-  «,M  z'  +  «22Z'''H-  •   •   •  -+-   «:!h2^"', 

<ÎP„  =  «„oZ  4-  «„,  z'  +  rt„, :"  +  ...  +  a„„3(">. 

Les  seconds  membres  de  ces  équations  sont  évidemment 
les  dérivées  partielles  de  la  fonction  homogène  du  second 
degré 

çp=-fl„oZZH-        «oiZ:'+         «o.ZZ"      -I-.   .   .-+-  «on-Z^"^ 
2 

^--a,,zV^-      «,,z'z"-+-.  .  .-|-fl,„:3'z(«), 
2 

-h-  -  «..,  z"s"-f-  ...  -h  a.,,z"z'^"), 

2 


-«„„z(")zW, 

2 


c'est-à-dire  que 

<ÎP  =  ^'(c),      o^P,  =  ,/(z'),      .ÎP.,=  <p'{z"),..  ,      (ÎP„=<.'(^(")); 
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on  aura  par  conséquent 

d.o'(z')        d\o'{z")  rf"./(z('')) 


^(P)  =.'(.)- 


dx  dx-  dx" 


expression  à  laquelle,  en  vertu  du  théorème  I,  on  peut 
donner  la  forme 

dx  ilx'  dx"  ^    ' 

et  la  variation  seconde  deviendra 


(l5)  d"=S=    /       z<D( 


z]dx. 


Nous  savons  d'ailleurs  que  ^(P)  =  '^{z)  =  o  est  une 
équation  difFérentielle  à  laquelle  on  satisfait  de  la  ma- 
nière la  plus  générale  en  donnant  à  $y  ou  à  z  la  forme  (4  ), 
en  sorte  que,  si  Ton  fait 

^/_^        df  ^        ^         df 
da^  da-i  da^, 

on  aura  identiquement,  ou  povir  des  valeurs  quelconques 
de  a:,  ^(")  =  o -,  d'où  l'on  conclura,  d'après  le  théo- 
rème II,  que  u^[z)  est  la  dérivée  exacte  d'une  expres- 
sion de  la  forme 


dx'' 


dans  laquelle 


dt 
u 

dx 


Comme  la  fonction  z  et  ses  dérivées  z\  z",.  .  .,  z^""*) 
sont  nulles  aux  doux  limites  de  l'intégrale,  en  vertu  de 
l'hypothèse  admise  n"  81,  il  en  sera  de  même  de  z^  et  de 
ses  dérivées  |us(pi  à  l'oichc//  —  i.du  moins  si  l'on  choisit 
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les  constantes  c'i ,  y^,.  .  .  ^  de  manière  que  u  ne  soii  nnl 
pour  aucune  des  limites. 

92.   Cela  posé,  si  nous  remplaçons  z  par  uz^ ,   nous 
trouverons,  en  intégrant  par  parties, 

OU  simplement 


■,/  "■'  ) 


puisque  Zj,  comme  nous  venons  de  le  dire,  est  nul  aux 
deux  limites  de  l'intégrale. 

Cette  nouvelle  intégrale  se  transformera  de  la  mènn; 
manière,  dès  qu'on  aura  trouvé  une  valeur  quelconque 
des',  qui  satisfasse  à  l'équation  dilTérentielle  ^^[z\)z=io. 
Oi",  comme 


Il  <I)  (  z 


dx 


à  chaque  valeur  de  z  qui  rendra  ^[z)  nul,  correspondra, 
en  vertu  de  la  relation  z  =  uz^ ,  une  valeur  de  z^  qui  ren- 
dra ^1  (z, )  constante,  et  si  nous  posons 

,{f  df  df 

•'  =  fi,  :^  +  p.  :7 — h ...  4-  fi.„  -y— ,     <-  =  w, , 

dn^  da.  da,„ 

jSi ,  jS, , .  . . ,  étant  un  nouveau  système  de  constantes  arbi- 
traires, l'équation  '^  [z)  =  o  se  trouvera  satisfaite  quand 
on  donnera  à  s  la  valeur  w,  ce  qui  revient  à  remplacer  z\ 
par  u\  .  Donc  la  valeur  u\  de  z\  réduira  la  fonction  ^i[z\) 
à  une  constante,  ou  fera  qu'elle  ne  dépende  plus  de  x, 
mais  uniquement  des  valeurs  attribuées  aux  constantes 
arbitraires  a,  (3,  dont  on  pouri'a  disposer  de  manière  à 
rendre  cette  fonction  nulle,  ou  à  vérilier  identiquement 


DISTINCTIO»    DES    MAMMA    Eï    MIMMA.  l83 

1  équation  ^,(p''J  =  o.   Dès   lors  n»  faisanl 


t*.     ^o 


on  conclura  du  théorème  II  que  i^\^i[z\)  est  la  dérivée 
exacte  d'une  expression 

—  C-,  H ^.  -—— =  —  «I-,  zj, 

dx  dx"~- 

et  qu'ainsi  une  nouvelle  intégration  par  parties  lamènerH 
la  variation  seconde  à  la  forme 


A  chaque  valeur  de  z',  qui  rend  ^^{z^)  nul,  correspond. 
en  vertu  de  la  relation  z',  =^  t^',  2 ,,  une  valeur  de  z\  qui 
réduira  ^^_[z\)  à  une  constante;  or  si  Ton  pose 

df  df  df  ,        ,     , 

on  pourra  disposer  des  nouvelles  constantes  arbitraires 
7i  î  7-2  5  •  •  • ,  de  manière  à  vérifier  l'équation  4>i(%v'J  =  o  ; 
donc  w^  sera  une  valeur  de  z[  qui  rendra  la  fonction 
^2(2",)  indépendante  de  x,  et  qui  par  une  nouvelle  rela- 
tion convenable  entre  les  constantes  arbitraires  rendra 
cette  fonction  nulle,  en  sorte  que  Téquation^j  (^v")  =  o 
sera  identi(juement  vérifiée.  Dès  lors,  si  Von  lait 
/'  //   Il 

la  variation  seconde  prendra  la  forme 


r^    I  _ 


Une  nouv<'lle  transformation  send)lable  rontlnira  à 
exprimer  la  \ariation  seconde  par  une  iioxivi'llc  fonriion 
indéterminée  27,  <-'^  an»ènera    'j.n   nouvelles    tonstanles 
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arbitraires,  liées  entre  elles  par  trois  équations  de  coiidi- 
lion.  En  continuant  ainsi,  on  arrivera  nécessairement 
à^  une  équation 

(i8)  rr-s=i    4"^i.„(4"V^. 


dans  laquelle  <î>„(z')  aura  la  forme  Q^s^,"  .Le  coefficient 
Q„  est  d'ailleurs  facile  à  déterminer,  car  on  a 

An=^    ,  ,  ,,1      B„=A„n-,      C„  =  B,y,     D„  =  C„ w'^ ' ,  ete . , 

dyC^  -  ' 

et  par  suite, 

valeur  qui,  substituée  dans  la  variation  seconde,  lui  fait 
prendre  la  forme 

'"■''      *'^=X"|ï^5-=  ["">';  ■■•=::"]'''■■■• 

93.  Avant  de  tirer  de  cette  forme  dernière  de  o^S  des 
conclusions  définitives,  il  est  bon  de  rappeler  les  substi- 
tutions qui  y  ont  conduit,  et  de  passer  en  revue  les  di- 
verses formules  qui  doivent  servir  au  calcul  du  facteur 

up-^iv, ,  .  .  z     .  hoit  toujours 

l'expression  la  plus  générale  de  y  en  x  qui  satisfasse  à 
l'équation  différentielle  de  Tordre  2//,  (P)  =  o,  et  dont 
on  a  déterminé  les  2.n  constantes  arbitraires  «1 ,  «2,.  .  . 
de  manière  à  rendre  nulle  la  variation  complète  de  1  in- 
tégrale S=/Vr/.r.  Pour  anienei'  la  variation  seconde  à 
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l;i  forme  voulue,  on  écrira  d'abord  les  n  équations 

df  df  df 

«a,  da,  da^n 

n        'If  n  df  df 

;2o)  .  "^    r/flr,         ^  da,  '      da.,, 

df  df  df 


dans  lesquelles  a,  p,  7, .  .  .  sont  des  constantes  arbitraires 
en  nombre  iir\  ensuite  on  fera  successivement 


(..I) 


w  ^  =  c',  f<^ ., 


et  l'on  tirera  Tune  après  l'autre  de  ces  équations  les  va- 
leurs des  quantités  //,  v ^ ,  iv", , .  .  .  exprimées  au  moyen  des 

c  ■  'if      df  df  ^  r^ 

fonctions  — >  ——•,  •  •  •  ^  - — »  et  des  constantes  a,  fi,  7 

da^     da.  da-^,,  ' 

Ces  constantes  ne  sont  pas  tout  à  fait  indépendantes  les 

unes  des  autres,  car  elles  doivent  satisfaire  aux  — ^ 

1.2 

équations  suivantes  : 

j     *,((/,  )=0,        *,(«/,  )=:'o,  .  .   .  , 

(22)  '  <î.,((«^';)  =  o,.. ., 


les  fonctions  ^I',,  4>2,.  .  .,  étant  définies  par  les  équations 

fa1^[z)d.r=  -cI.,fo'J,      /.VÎ),(3',)  =  -^>,«),.... 

Ajoutons  ([ue  le  nombre  d(>  constantes  réellcnient  inch'-- 
pendantcs  éprouve  encore  une  réduclion  considérable  |)ar 

le  fait  (jue  le  produit  uv\w".. .  .  .  z^f    ne   renferme  ([uc  des 
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combinaisons  particulières  de  a,  (3,  7, .  .  . ,  ou  plutôt  seu- 
lement les  rapports  de  ces  combinaisons,  entre  lesquelles 
il  existe  en  outre  un  certain  nombre  de  relations  iden- 
tiques. jNous  ne  pouvons  signaler  ici  que  d'une  manière 
vague  cette  réduction ,  qui  se  présente  d'ailleurs  d'elle- 
même  dans  les  cas  particuliers.  • 

Le   facteur   z  "^ ,  le  seul  qui  dépende  de  la  variation  dy 

ou  z,  est  une  fonction  linéaire  de  z,  z',  z",.  .  .  ,  2'"^, 
comme  on  le  prouverait  sans  peine  en  exprimant  succes- 
sivement z, ,  z'j, .  .  .  en  z  à  l'aide  de  la  dernière  colonne 
des  équations  (21),  auxquelles  on  peut  donner  la  forme 


Z'=r— ,         2..=        "'.- 

'        dx  '        d.i. 

94.   La  théorie  des  déterminants  fournit  du  reste  un 

moyen   très-simple  d'exprimer  le  produit  uu^w^.  .  .zj'' 

en  fonction  de  «,  p-,  iv, .  .  . ,  z,  comme  l'a  prouvé  M.  Hesse 
[Journal  de  Ci  elle.  t.  LI\ ,  p.  227  et  suiv.)  dans  un  ex- 
cellent Mémoire,  auquel  nous  avons  emprunté  uiie  partie 
des  développements  qui  précèdent.  M.  Hesse  commence 
par  énoncer  le  théorème  suivant  : 

«  En  désignant  par  a,  6,  c, ...,//  +  i  fonctions  d'une 
seule  variable  et  par  /?/,  a", .  .  . ,  «^"^  les  dérivées  succes- 
sives de  la  première  fonction,  par  h',.b'\.  .  .,  b^"^  celles 
delà  seconde,  etc.,  on  a 


[la] 

[lo)'.. 

.  {ïaY"> 

a  a' . 

.  .  f^«? 

[\b) 

(a/.)'.. 

,()./j)(": 

=  A"-*-' 

b    h'. 

.  .  Z»(".' 

{le) 

[le)'.. 

.{lc)i'0 

c    c'  . 

.  .  (■'■") 

X  étant  une  coustaiile  ou  une  fonction  (|uelconqu('  vie  i.i 
variable  indépendante.  » 
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On  établirait  sans  peine  ce  théorème  en  développant 
les  dérivées  qui  entrent  dans  le  premier  membre,  et  s  ap- 
puyant de  ces  deux  propriétés  connues  des  déterminants: 
1°  qu'on  peut  ajouter  ou  retrancher  à  tous  les  éléments 
d'une  même  colonne  des  quantités  respectivement  pro- 
portionnelles aux  élémens  d'une  autre,  sans  altérer  la  va- 
leur du  déterminant;  2°  que  si  l'on  mulliplie  chaque 
élément  d'une  colonne  par  un  même  facteur  /.  le  déter- 
minant entier  se  trouvera  multiplié  par  /.. 

Cela  posé,  considérons  le  déterminant 


D  = 


remplaçons  t/.  i^,  iv, .  .  .  z  par  leurs  valeuis. 
«  .  1 ,      «c, ,      Uiv,  , .  .  . ,      tiz, 

tirées  rie  la  première  ligne  des  équations  ('^1),  il  \iiiidra 

•  '  .       !•        ...('■' 


Il 

u'  . 
v'    . 

H' 

iv' . 

.  .  tvC" 

Z 

z 

-  ") 

D  =  «'- 


(V,  rv,  .  .  .11' 


.(") 


Subsliliiaiit  à  w'^ ,  \\'\ z',  h'urs  valeurs 

v.  .  I ,      I''.  i\\,       .  .       '    :', , 
liiées  (le  la  setoinlc  lii^iic  des  é<jn:m<>M>  l'-'-i).  011  tiouveia 


i88 

de  même 
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D  =  «"+'  v" 


(n) 


a'      .    .   .  IV 


(") 


An) 


et,  en  continuant  ainsi,  on  arrivera  enfin  à  l'équation 

23  D  =  ?f"+'c'  w"      .  .  .  z     . 

Le  déterminant 


T)„  = 


a  u' .  ..ai"-'') 
0    v' .  . ,(;("— '^ 


qui  se  déduit  de  D  en  supprimant  la  dernière  ligne  et  la 
dernière  colonne,  se  réduira  de  même  à 


D„  =r:  K'c  M'I 


En  di\isant4e  premier  déterminant  par  le  second,  on  aura 


(24) 


D 


.(«) 


c'est  la  valeur  cherchée  du  produit  en  question,  et  la  va- 
riation seconde  deviendra,  par  conséquent, 

(25)  o=S=  f^-^  —  dx. 

La  variation  Oj"  ou  z,  avec  ses  dérivées,  entre  unique- 
ment dans  le  numérateur  D,  et  si  Ton  représente  par  Dp 

la  dérivée ?  laquelle  à  son  tour  est  un  déterminant 

indépendant  de  ;:,  z', .  .  . ,  c  "■,  le  rappoit  des  deux  déter- 
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minants  contenus  dans  ô^S  s'exprimera  ainsi  : 

D  _  D„z-t-D,3' +.  .     -{-D„3("' 
__  ^ 

95.  Cette  discussion  a  été  nécessairement  un  peu  longue, 
mais  par  compensation  les  conclusions  qu'on  en  lire  sont 
très-simples.  La  forme  (ly)  ou  (aS)  à  laquelle  nous  avons 
pu  ramener  la  variation  seconde  de  Tintégrale  fWdx, 
prouve,  en  effet,  que  le  caractère  distinctif  du  maximum 
et  du  minimum  se  trouve  imiquement  dans  la  dérivée 
partielle  du  second  ordre 

dyW-' 

Si  cette  dérivée  reste  toujours  positive  ou  toujours  né- 
gative entre  les  limites  de  l'intégrale  pour  la  relation  entre 
X  ety  soumise  à  l'examen,  cette  relation  correspondra 
dans  le  premier  cas  à  un  minimum,  dans  le  second  à  un 
maximum  de  l'intégrale;  mais  si  elle  change  désigne 
entre  les  limites  dont  il  s'agit,  il  n'y  aura  ni  maximum 
ui  minimum.  Dans  ce  cas,  en  effet,  on  pourrait  évidem- 
ment disposer  de  la  fonction  arbitraire  z  ou  ây,  contenue 
dans  le  facteur  D,  de  manière  à  rendre  à  son  gré  la  partie 
positive  de  l'intégrale  (  q.5  )  plus  grande  ou  plus  petite  que 
la  partie  négative,  et  par  consétjueut  la  variation  seconde 
d'^S  serait  elle-même  susceptible  de  changer  de  signe. 

Dans  ce  que  novis  venons  de  dire,  nous  avons  supposé 

1.  .  .,,,.,     r/"V        .  ,     „  D 

implicitement  que  m  la  dérivée  -r- — ■>  m  le  lacleur  —  ne 

djri'O'  D„ 

deviennent  infinis  pour  aucune  valeur  de  x  comprise  entre 
les  limites  j?!,  x^,  et  nos  conclusions  ne  seraient  plus  légi- 
times s'il  en  était  autrement,  parce  qu'alois  la  variation 
seconde  â^S  pourrait  elle-même  d(!venir  infinie,  ce  qui 
rendrait  incertaine  l'existence  du  maximum  ou  du  mini- 
mum. La  règle  ([ue  nous  avons  énoncée  ne  sera  donc  rigou- 
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reuscmeiit  t'iablie,  qu  autant  qu'il  sera  démoulré  qu'on 
peut  trouver  pnui-  les  eonsiantes  a,  i':;, .  .  . ,  «j,  {3,, .  .  . ,  un 
système  de  valeurs  qui  satisfasse  à  la  fois  aux  conditions 
(22)  et  qui  ne  rende  D„  nul  pour  aucune  valeur  de  x  com- 
prise entre  les  limites  de  l'intégrale.  La  question  de  recon- 
naitre  s  il  existe  ou  non  un  pareil  système  de  valeurs,  est 
en  réalité  la  partie  la  plus  délicate  de  la  théorie  de  Jacobi, 
et  elle  attend  encore  sa  solution  générale. 

Nous  n  avons  plus  à  exaiuiner  ici  le  cas  où  —  pourrait 

être  constamment  nul  entre  les  limites  de  l'intégrale,  car 
nous  avons  déjà  fait  remarquer,  au  commencement  de 
cette  leçon,  que  si  l'on  pouvait  admettre  une  valeur  de  dy 
(lui  rendit  constamment  nulle  la  fonction  sous  le  signe 
intégral  dans  la  variation  seconde,  on  n'aurait  aiïaire  ni 
à  un  maximum  ni  à  un  minimum  de  l'intégrale  proposée. 

96.  Après  avoir  exposé  la  méthode  générale  par  la- 
viuelle  on  distingue  les  maxima  et  les  minima  des  inté- 
grales simples,  renfermant  une  seule  fonction  inconnue  y 
avec  ses  dérivées  successives  jusqu'à  un  ordre  quelconque, 
nous  allons  faire  lappiication  de  cette  méthode  aux  cas 
particuliers  les  plus  ordinaires. 

Supposons  d'abord  que  dans  1  intégrale 


i 


Yfh:, 


dont  il  s  agit  de  trouver  le  maximum  ou  le  minimum,  V 
ne  renferme  que  x  et  y.  soit  de  plus 

r  =/(.r) 

la  valeur  de  y  qui  rend  nulle  la  variation  première  de 
l'intégrale,  la   variation   seconde  se  réduira,   pour   cette 
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inènic  valeuf  de   y^  à 

o"2S=    /        9  y'  f/.c, 

f         dr' 

d'où   il    résulte  immédiatement  que  le  maximum  ou  K- 

minimum  a   touiours  lieu,   lorsque  la  denvee  — —  reste 

cnnstamraenl  soit  négative  soit  positive,  sans  devenliMii- 
fiiiie,  mais  qu'il  n'y  a,  an  contraire,  ni  maximum  ni  mi- 
nimum toutes  les  fois  que  cette  dérivée  change  de  signe 
entre  les  limites  de  Tintégrale. 

97.  Considérons  en  second  lieu  le  cas  où  la  fonction  ^ 
dans  l'inlégrale  fYrix  renferme  x.  r,  ')' ■  Soit 

j=/(.r,  a,,  a,] 

la  solution  (jui  rend  nulle  la  variation  première;  dési- 
fiçuons,  pour  abréger,  par  Tj,  j\  les  dérivées  partielles  —^ 

— — •  Nous  avons  vu  (n"82)  qu'en  donnant  à  oi  la  valeur 

a, /•,  H- a-W'o,  «ij,  5«2  étant  des  constantes  arbitraires,  on 
rendrait  nulle  la  variation  seconde  0"S,  et  qu'il  n'y  aurait, 
[)ar  «onséquent,  ni  maximum  ni  minimum,  si  dy  pouvait 
recevoir  cette  valeur  d;ins  les  conditions  du  problème,  qui 
exigent  que  O)  soit  nulle  aux  deux  limites  de  l'intégrale. 
La  première  condition  du  maximum  on  du  minimum  est 
doiK-  que  l'érjuation 

a,/    -t-  7.,/.=  o,      oit      —  = =  m, 

r.  a, 

///  clanl  arbitraire,  in^  puisse  avoir  lieu  à  la  fois  aux  deux 
limiics  de  l'inlégrale,  ni  même  pour  deux  valeurs  qucl- 
t  niMpics  dv  X  comprises  entre  .r,  et  .r,,  c'est-à-dire  qut;  !<• 
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rapport  -'  ne  passe  pas  deux  fois  par  une  même  valeur  m, 

lorsque  x  augmente  continuellement  depuis  .rj  jusqu'à  x\. 
Si  cette   condition  est   remplie,   on  examine  déplus 
près  la  variation  seconde 


= r^^ 


rPS=  3(V)Sfdx, 


laquelle,  en  faisant  z  =  oy  et  //  =  a,  i\  ~{-  «,/%  ,  prend  la 
forme 

0  *  Î5  =    I ax . 


i 


dr 


Comme  la  variation  seconde  ne  peut  non  plus  de\enir 
infinie,  sans  que  l'existence  du  maximum  ou  du  mini- 
mum soit  compromise,  il  faut  en  second  lieu  qu'on  puisse 
assigner  aux  constantes  arbitraires  «i,  a^  des  valeurs 
telles,  que  le  dénominateur  u  ne  s'évanouisse  pas,  c'est- 
à-dire  que  l'équation 

/•,            ■j.-, 
a,  r,  -i-  Xj  /•.  ^  o ,      ou       —  =  — z=z  m 

ne  soit  vérifiée  pour  aucune  valeur  de  x  comprise  entre 
Xi  et  x^_.  Or  cela  est  toujours  possible  pourvu  qu'il  existe 

une  valeur  que  le  rapport  -ne  prenne  pas  entre  les  li- 
mites de  l'intégrale,  puisqu'il  suffit  alors  de  donner  à  m 

ou  à précisément  cette  valeur.  La  nouvelle  condi- 

tion  du  maximum  ou  du  minimum  est  donc  que  le  rap- 
port -  ne  prenne  pas,  entre  les  limites  de  l'intégrale 
toutes  les  valeurs  possibles  depuis  —  oc  jusqu'à  -f-  oc  . 
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Le  rapport  -  jouit  d'une   propriété  remarquable  que 

nous  allons  indiquer.  Comme  j\  et  r,  aussi  bien  que  la 
fonction  plus  générale  cf.ii\  -\-  cf.^j\  sont  des  valeurs  de  ^y 
ou  de  z  qui  rendraient  nulle  l'expression  q  (P),  à  laquelle 

on  peut  donner  la  forme  Ao^ -j- — ?  on  aura  identi- 
quement 

d.k.r  d.k,r\ 

At,r, — - =o,       AiiT-j 


dx  d.T. 

ovi  bien,  en  éliminant  Aq  et  intégrant, 


d- 


dx         A,rj 
Cette  dernière  équation ,  dans  laquelle  C  est  une  con- 

stante  arbitraire,  et  Ai  =  —-7-  •>  montre  que  la  dérivée  de 

dy^  ^ 

r  .  d'^'S 

—  ne  change  pas  de  signe  quand  ■— ^  n'eu  change  point, 
7"^  (ly 

ce  qui  d'ailleurs  est  une  des  conditions  essentielles  du 
maximum  ou  du  minimum.  Il  en  résulte  que  le  rapport 

'"1  .  j  '       •  '  •  1 

—  est  sans  cesse  croissant  ou  décroissant  :  que  s  il  est  crois- 

r, 

sant,  après  avoir  atteint  la  valeur  -f-  00  ,  il  passera  brus- 
quement à  —  co  pour  croître  de  nouveau  5  que  s'il  est 
décroissant  après  être  devenu  égal  à  —  co  ,  il  deviendra 
subitement  -h  00  pour  décroître  encore  5  de  sorte  qu'il  ne 
pourra  reprendre  la  même  valeur  sans  passer  successi- 
vement par  toutes  les  valeurs  possibles  comprises  entre 

—  00  et  -1-  GO  .  Ainsi  les  deux  restrictions  imposées  à  -' 

par  la  condition  que  la  variation  seconde  ne  devienne  ni 

nulle  ni  infinie,  se  confondent  en  une  seule.  On  voit  en 

IV.  i3 
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même  temps  combien  il  est  essentiel  que  les  limites  de 
l'intégration  ne  soient  pas  trop  étendues.  En  efl'et,  si  l'on 
fait  croître  la  variable  x  à  partir  de  la  limite  inférieure 

Xj,  le  rapport  -  croîtra  ou  décroîtra  d'une  manière  con- 

linue  et  pourra,  après  avoir  passé  une  fois  par  l'infini,  re- 
prendre, pour  une  certaine  valeur  de  j:,  la  valeur  qu'il 
avait  pour  x=  x^-^  cette  seconde  valeur  de  x  est  la  li- 
mite supérieure  jusqu'à  laquelle  ou  au  delà  de  laquelle 
l'intégration  ne  doit  pas  s'étendre,  pour  que  le  maximum 
ou  le  minimum  puisse  avoir  lieu. 

Ces  conditions  préliminaires   étant  remplies,  l'inté- 

grale  S  sera  un  maximum  si  la  dérivée  ——j-  reste  con- 

stamment  négative,  un  minimum  si  elle  reste  constam- 
ment positive",  mais  l'intégrale  ne  sera  ni  maximum  ni 
minimum  si  la  dérivée  dont  il  s'agit  change  de  signe 
entre  les  limites  Xi  et  x?,. 


98.  Considérons  encore  l'intégrale  JYdx  dans  laquelle 
V  est  fonction  de  x,  y,  y\  y"\  admettons  que 

y  =/(-^,  «M  «2»  «3,  «4) 

soit  la  forme  de  y  qui  rende  nulle  la  variation  première 

(5^8',  désignons,  pour  abréger,  par  z  la  variation  c^r,par 

,       ^,  .    ,  .1,       df      df     df     df 

''\->  ''25  ''3"  t\  les  dérivées  partielles  ——■>  ——■,  —- ■>  —- •>    et 

da,      dû'i     da^     da^ 

posons 

u  =  a,  r,  -H-  a,  r.  H-  aj  r-^  -\r  «i  r,, , 
c  =  p,  r,  -h  p,  ;•,  -h  %  r,  -h  p,  r, , 

u      u' 
D  =      V      v'      v"      ,        D, 
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la  variation  seconde  prendra  la  forme 


-1 


o'S=    /        — TT  — dr. 
dr"-'m 


Entre  les  huit  constantes  a,  (6,  il  existe  [(22),  n^QS] 
une  certaine  équation  de  condition  \^i{^i'\)  =  o,  que  nous 
n'examinerons  point  ici.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir 
que  ces  constantes  n'entrent  dans  les  déterminants  D  et 
Do  que  par  les  six  combinaisons 

iCrP2— «2^1,       a,  ^;;  — ajfî, ,       a,  p, —  a,  p, , 
a-,  83  —  as  p2 ,      aj  ^4  —  ^462,      a^  pi  —  ^4^5, 

liées  entre  elles  par  une  relation  identique;  car  si,  au 
produit  de  la  première  et  de  la  sixième  combinaison,  on 
ajoute  celui  de  la  troisième  par  la  quatrième,  on  retrouve 
identiquement  le  produit  de  la  seconde  par  la  cinquième. 
Ajoutons  que  la  variation  seconde  o'S  ne  contient  que  le 
rapport  de  ces  combinaisons,  de  sorte  que  le  nombre  des 
constantes  réellement  arbitraires  se  réduit  à  trois. 

Cela  posé,  pour  l'existence  du  maximum  ou  du  mini- 
mum, il  faut  : 

1°  Que  oy  n'admette  pas  de  valeur  qui  rende  nulle  la 
variation  seconde  'î^  S,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe  pas  de 
valeurs  des  constantes  aj,  «j,  a.,,  «4,  différentes  de  zéro, 
au  moinsquant  à  quelques-unes  d'entre  elles,  qui  puissent 
vérifier  l'équation 

a,  r,  -h  a-,  /-o  -+-  a3  Tj  -4-  «4  r4  =  o 

aux  deux  limites  de  l'intégrale,  ou,  en  général,  pour 
deux  valeurs  distinctes  de  x  comprises  entre  ces  limites; 
a**  Que  la  variation  seconde  ne  devienne  pas  infinie, 
et,  en  particulier,  qu'on  puisse  assigner  aux  constantes 
a,  (3  des  valeurs  qui  ne  rendent   nul  le   dénominateur 

i3. 
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Ds  ^=  uu' —  ziV,  pour  aucune  valeur  de  x  comprise  entre 

3°   Que  -5-77^  ne  change  pas  de  signe  entre  les  limites 
ay 

de  l'intégrale. 

Si  ces  trois  conditions  sont  remplies,  il  y  aura  maximum 

ou  minimum,  suivant  que  la  dérivée  -—jj-^  sera  négative  ou 

positive. 

Nous  ne  parlerons  pas  ici  de  la  distinction  des  maxima 
et  minima  des  intégrales  doubles;  les  indications  qu'on 
a  données  à  cet  égard  n"ont  guère  d'utilité  pratique, 
parce  qu'elles  reposent  sur  l'intégration  de  certaines  équa- 
tions aux  dérivées  partielles,  intégration  qu'on  ne  sait 
presque  jamais  effectuer. 


FIN    DE    LA    PHEMIÈRE    PARTIE. 


COI  RBES    PLANES.  jgj 


SECONDE  PARTIE. 

APPL1C.\TI0NS  A  LA  GÉO.^rÉTRIE  ET  A  LA  MÉCANIQUE. 


NEUVIÈME  LEÇON. 

Recherche  de  courbes  planes  ayant  des  propriétés  de  maximum  ou  mini- 
mum. —  Ligne  la  plus  courte  entre  deux  points.  —  Courbe  de  longueur 
donnée  renfermant  l'aire  maxima.  —  Courbe  qui  engendre  la  surface 
de  révolution  minima.  —  Courbe  de  longueur  donnée  qui  engendre  la 
plus  grande  ou  la  plus  petite  surface  de  révolution.  —  Courbe  de  lon- 
gueur donnée  qui  engendre  le  solide  de  révolution  du  plus  grand  ou 
du  "plus  petit  volume. —  Courbe  génératrice  de  la  surface  de  révolution 
qui  sous  une  étendue  superficielle  donnée  renferme  le  plus  grand  ou  le 
plus  petit  volume. 


99.  Parmi  les  applications  du  Calcul  des  'variations 
à  la  Géométrie,  les  plus  simples  sont  celles  où  ron  cher- 
che des  courbes  planes  jouissant  de  certaines  propriétés 
de  maximum  ou  de  m.iiiimum.  L'équation  de  la  courbe 
étant  rapportée  à  un  système  de  coordonnées  rectangu- 
laires X,  )',  la  question  revient  toujours  à  déterminer  j'- 
en fonction  de  x  de  manière  à  faire  acquérir  à  une  cer- 
taine intégrale  ou  à  une  certaine  expression  définie  sa 
plus  grande  ou  sa  plus  petite  valeur.  La  marche  à  suivre 
pour  résoudre  toutes  les  questions  de  ce  genre  ayant  été 
expliquée  avec  détail  dans  la  sixième  leçon,  il  nous  suffira 
de  passer  en  revue  d'un  coup  d'œil  rapide  les  formules 
dont  nous  aurons  besoin. 

Dans  les  problèmes  dont  la  résolution  sera  l'objet  de 
cette  leçon,  l'intégrale  qu'il  s'agit  de  rendre  maximum 
ou  minimum  ne  renferme  avec  la  variable  x  et  la  fonc- 
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lion  j^  que  la  dérivée  du  premier  ordre  y' .  La  question  à 
résoudre  est  donc  celle-ci  : 

Etant  donnée  une  fonction  \  de  x,y,  r',  trouver  la 
relation  entre  y  et  x  pour  laquelle  l' intégrale 


-s: 


Ndx 


devienne  maximum  ou  minimum. 

Si  l'on  appelle  P,  Pi ,  les  dérivées  partielles  de  V  rela- 
tives à  j^,yi ,  la  variation  complète  de  l'intégrale  sera 


BS 


=jr'(''-^)">- 

+  /     (V,î.r,  +  P,,îj)— /     (Vo^^:, -|-P,5j). 

La  forme  cherchée  de  la  fonction  y  doit  rendre  ^S  nulle 
et  par  conséquent  satisfaire  d'abord  à  l'équation  différen- 
tielle du  second  ordre 

laquelle,  par  deux  intégrations  succe£si\es,  donnera  la 
relation  cherchée  entre  jf,  j,  avec  deux  constantes  arbi- 
traires. 

L'équation  (i)  s'intègre  immédiatement  une  première 
fois  lorsque  V  ne  renferme  pas  la  variable  x,  mais  seule- 
ment j",  j/,  et  elle  conduit  alors  (n'^61)  à  l'équation 
différentielle  du  premier  ordre 

(2)  V  — P,r'==c, 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

Lorsque  V  ne  renferme  pas  j',  on  a  P  =  o,  et  l'équa- 
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dx 


liuu  (i),  devoiiue  — —  :^  o  et  nitegtof:,  aoiine 


Pi  =  constante. 

Dans  le  cas  ])ius  particuliei"  encore  où  V  et  par  consé- 
( [lient  P,-  est  fonction  tle  la  seule  dérivée  y' ,  il  en  résulte 
y'  =  constante,  et,  par  suite,  en  désignant  par  a  et  h  des 
constantes  arbitraires 

y  =  ax  -{-  b , 

équation  d'une  droite  qui  est  alors  la  ligne  clierchée. 

Les  équations  aux  limites  se  modifient  selon  les  res- 
tiictions  imposées  aux  valeurs  limites  de  x,  j',  ou  aux 
points  extrêmes  de  la  courbe  cherchée.  On  remarque  sur- 
tout les  cas  suivants  ; 

i"  La  courbe  doit  être  menée  entre  deux  points Jlxes. 
—  Les  valeui's  limites  de  x^y,  étant  données,  la  variation 
-JS  ne  fournira  aucune  nouvelle  condition  relative  aux 
limites. 

2°  La  courbe  doit  être  menée  entre  deux  droites  fixes 
parallèles  à  V axe  des  y.  —  Les  valeurs  limites  de  x 
étant  données  et  celles  de  j^  restant  variables,  on  aura 
(u*'67,  1°)  les  nouvelles  conditions 


I  'p,  =  o,      ^    P,  =  o; 


on  les  énonce  plus  simplement  en  disant  que  l'équation 
(3)  P,  =  o 

doit  être  vériliée  aux  deux  limites  de  la  couibe. 

3"  Zrt  courbe  doit  être  menée  entre  deux  droites 
fixes  parallèles  à  Vaxe  des  x.  — Les  valeurs  limites  de 
Y  élanl  données  et  celles  de  x  reslanl   variables,  on  aura 
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(n°  57,  3°)  les  équations  aux  limites 

j  '(v-p.y)==o,  I  (v-p,/)  =  o, 

ou,  plus  simplement, 

(4)  v-p,j'  =  o 

pour  chacune  des  limites  de  la  courbe.  Dans  le  cas  parti- 
culier où  V  ne  renferme  pas  x,  nous  avons  vu  que  l'é- 
quation générale  de  la  courbe  prend  la  forme  V — Pj  y'=  c  ^ 
la  condition  (4)  exige  alors  qu'on  ait  c  =  o. 

4°  La  courbe  doit  être  menée  entre  deux  lignes  quel- 
conques.—  Soitj'=:f  (a:)  l'équation  de  l'une  ou  de  l'autre 
de  ces  lignes;  les  coordonnées  de  l'extrémité  correspon- 
dante de  la  courbe  étant  assujetties  à  vérifier  cette  même 
équation  doivent  en  outre  (n°  57,  4°)  satisfaire  à  celle-ci 

(5)  v-[j'-f'(x)]P.  =  o, 

condition  qui,  en  vertu  de  l'équation  (2),  se  réduit  sim- 
plement à  c -t-Pif'(^)  =  0,  lorsque  V  ne  contient  pas  x. 

Les  équations  aux  limites,  jointes  aux  restrictions  posées 
à  priori,  sei'viront  toujours  à  déterminer  soit  les  points 
extrêmes  de  la  courbe,  soit  les  constantes  arbitraires  con- 
tenues dans  son  équation. 

Les  formules  simples  que  nous  venons  de  rappeler 
suffisent  à  la  résolution  des  problèmes  suivants  : 

Problème  L 

100.  Trouver  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux 
points  donnés. 

La  longueur  d'uQS  courbe  plane  étant  en  général  ex- 
primée par  l'intégrale 


r 


v/i+j"  •  '^^  » 
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il  s'agit  de  déterminer  y  en  fonction  de  x  de  manière  que 
cette  intégrale  soit  un  minimum.  En  conservant  les  no- 
tations du  numéro  précédent,  on  a 


v/i-t-j'%     P  =  o,     P,= 


y 


<^Pi 

et  l'équation  indéfinie  P -r^  =  o  devient 


dx 


— —  =  o ,     ou     Pi  =  constante. 
d.T 


Il  en  résulte 


r 


et  en  intégrant 

(  I  )  X  =  ax  -h  b, 

équation  d'une  droite  qui  est  la  ligne  cherchée.  Les  con- 
stantes arbitraires  a  et  b  seront  déterminées  par  la  con- 
dition que  la  droite  doit  passer  par  les  deux  points 
donnés. 

L'examen  de  la  variation  seconde  (n"  97)  montre  que 
le  minimum  a  réellement  lieu,  pourvu  que  les  deux  con- 
ditions suivantes  soient  remplies,   à  savoir  :   i"  que  le 

rapport  des  deux  dérivées  -7-  »  ;77  i^c  prenne  pas  la  même 

valeur  pour  deux  valeurs  différentes  de  x,  comprises 
entre  les  limites  de  l'intégration  -,  2^  que  la  dérivée  par- 
tielle du  second  ordre  — -  reste  constamment  positive 
entre  ces  mêmes  limites.  Or,  on  a  dans  le  cas  actuel 

da  rf'V  1 


db 
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valeurs  qui  satisfont  évidemment  aux  cQnditions  dont  iî 
s'agit.  Donc  la  solution  (i)  correspond  à  un  vrai  minimum 
de  l'intégrale  proposée. 

Considérons  maintenant  quelques  modifications  du 
problème  que  nous  venons  de  résoudre. 

1°  Si  l'on  ne  fixe  que  les  limites  de  x,  en  laissant  indé- 
terminées les  valeurs  limites  dey,  ce  qui  revient  à  cher- 
cher la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  droites  parallèles 
à  l'axe  desjr,  l'équation  indéfinie  (i)  restera  la  même  et 
l'on  aura  en  outre 

P,  =  o,      ou     j'=o, 

pour  les  deux  limites,  ce  qui  prouve  que  la  ligne  m.inima 
est  perpendiculaire  aux  deux  droites  parallèles. 

2°  Si  l'on  fixe,  au  contraire,  les  valeurs  extrêmes  de  j', 
sans  déterminer  celles  de  x,  c'est-à-dire  si  l'on  cherche 
la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  droites  données  paral- 
lèles à  l'axe  des  x,  l'équation 

V-P,y  =  o, 

qui  alors  aura  lieu  aux  deux  limites,  donne 


J  =cc, 


et  prouve  ainsi  que  la  ligne  cherchée  est  encore  perpen- 
diculaire aux  deux  droites  données. 

3*^  Considérons  enfin  le  cas  plus  général  où  les  ex- 
trémités de  la  ligne  cherchée  sont  seulement  assujetties  à 
se  trouver  sur  deux  couxbes  données.  Soit  y  =  f  (x)  l'é- 
quation de  l'une  de  ces  courbes,  par  exemple  de  celle  qui 
correspond  à  la  limite  inférieure,  de  sorte  que  la  fonc- 
tion jy^  soit  assujettie  à  priori  à  la  restriction 


r  —  f('^-)|  =  o; 
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on  aura  pour  la  même  limite  la  condition 

V— [j'—  f'(-^)]P|=0,       ou       i-\-y'ï'{x)=0, 

et  on  en  conclura  que  la  ligne  chercliée,  qui  est  toujours 
une  ligne  droite ,  est  normale  à  chacune  des  courbes  li- 
mites données. 

Problème  II. 

101.  Une  courbe  plane  étant  donnée,  trouver  une 
seconde  courbe  de  longueur  donnée  et  telle  ^  que  Vaire 
comprise  entre  les  deux  courbes  soit  un  maximum. 

Soi t j' =  f(x)  l'équation  de  la  courbe  donnée;  l'aire 
qu'il  faut  rendre  maximum,  et  la  longueur  de  l'arc  qui 
doit  rester  constante,  étant  exprimées  respectivement  par 
les  intégrales 

le  problème  se  réduira  à  chercher  le  maximum  absolu  de 
la  somme 


f 


)^y  —  {{x)  —  c\li+y"\dx. 


c  étant  une  quantité  constante,  mais  inconnue,  dont  on 
disposera  à  la  fin  du  calcul  de  manièrexjue  l'arc  de  courbe 
cherché  ait  la  longueur  requise.  On  aura 


V=j— f(x)-cv/i-h7'%      P=r,      P,= 


la  formule  P t-^  =  o  donnera  successivement 

ax 


rlP,  _ 

'.(x  —  n)(Ix 


—  =  o,      P.  =  .- 


rly  = 
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et,  en  intégrant, 

équation  d'un  cercle  qui  est  la  ligne  cliercliée. 

Puisque  les  extrémités  de  l'arc  doivent  se  trouver  sur 
la  courbe  donnée,  les  valeurs  limites  dex,y  sont  liées 
entre  elles  par  les  conditions 

I    '[j-f(^)]=o,      j    \j-f(.:)]=o. 

dont  il  faut  tenir  compte  dans  la  reclierclie  des  équations 
aux  limites.  On  trouve  alors  (n°  57,  4^)  pour  chacune 
des  limites 

V-[/-f' (-)]P.  =  o, 
ou 

(2)  ,+/f'(^)  =  0, 

équation  qui  exprime  que  les  deux  courbes  sont  normales 
l'une  à  l'autre  aux  points  de  leurs  intersections. 

Il  en  résulte,  en  particulier,  que  si  la  première  courbe 
est  une  droite,  la  seconde,  dont  la  longueur  est  donnée 
et  qui  circonscrit  avec  la  première  la  plus  grande  aire 
possible,  sera  une  demi-circonférence. 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  les  points 
extrêmes  de  l'arc  cherché,  pouvaient  se  déplacer  sur  la 
courbe  donnée  j^=f(x).  Si,  au  contraire,  ces  points 
étaient  entièrement  fixes,  il  n'y  aurait  plus  d'équation 
aux  limites,  et  les  constantes  a,  b,  c  seraient  déterminées 
par  les  conditions  que  l'arc  de  cercle  doit  passer  par  les 
points  fixes  et  avoir  entre  ces  points  une  longueur  donnée. 

PrOBLIiME   III. 

102.  Entre  deux  points  donnés^  mener  une  courbe 
telle j  que  la  surface  engendrée  par  sa  ré^'olution  autour 
d'un  axe  donné  soit  un  mininiwn. 
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Si  l'on  prend  Taxe  de  révolution  pour  axe  des  x,  l'in- 
tégrale qu'il  s'agit  de  rendre  minimum  est 


On  a  donc 


X 


v=jvn-j'S    p  =  Vi  +/-%    p,  1= 


et  la  fonction  y  doit  satisfaire  à  l'équation 

P-^  =  o 

dx 

Or,  comme  \'  ne  renferme  pas  explicitement  la  variable 
indépendante  a:,  cette  équation  différentielle  du  second 
ordre  s'intègre  immédiatement  une  fois  (n°  61  )  et  donne 

V  -  Po'  =  o, 
ou,  en  substituant  les  valeurs  de  V  et  de  P, , 

(1)  —Â==  =  a, 

v/i  +j  - 
a  étant  une  constante  arbitraire.  Il  en  résulte 

y/j'  —n'  ±  ady 

j=  it ,       dx  =  z , 

V/^  -  «^  ■ 

et,  en  intégrant  de  nouveau, 


X  —  h  =  zîlal 


h  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  De  celte  der- 
nière équation,  on  lire  successivement 

x  —  h 

r -t- V.>  ■  —  a' =  ne         "      , 
_  '  -^ 

,- — :       ^~ir~ 

y  —  \y-  —  a-  =  ac  , 
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et  par  suite 


^       . 


f    X  —  h  X  —  b\ 


équation  d'une  chaînette,  qui  est  la  courbe  cherchée.  Si 
l'on  appelle  directrice  la  droite  par  rapport  à  laquelle  la 
chaînette  a  la  propriété  caractéristique  d'avoir  son  rayon 
de  courbure  égal  à  la  normale,  on  peut  ajouter  que  la 
chaînette  a  pour  directrice  l'axe  môme  de  révolution. 

Les  limites  de  l'intégrale,  ainsi  que  les  valeurs  limites 
dej^,  étant  fixes,  il  n'y  a  pas  d'équations  aux  limites  5  on 
disposera  alors  des  constantes  a  et  ^,  de  manière  à  faire 
passer  la  chaînette  par  les  deux  points  donnés.  Si  ces 
points  n'étaient  pas  fixes,  mais  seulement  assujettis  à 
se  trouver  sur  deux  courbes  données,  et  que  j^  =  f(x) 
fût  l'équation  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  courbes,  on 
aurait  pour  la  limite  correspondante 

V  — [7'  — f  (a7)]P,  =0,      OU      i-\-y'{'{x)  =  o; 

la  chaînette  devrait  donc  être  normale  à  chacune  des 
courbes  limites. 

403.  Nous  venons  de  dire  que,  lorsque  les  deux  points 
extrêmes  sont  donnés,  les  constantes  a,  b  doivent  être 
déterminées  par  la  condition  même  que  la  chaînette  passe 
par  ces  points.  jMais  pour  qiie  cela  soit  possible,  c'est-à- 
dire  pour  qu'on  puisse  joindre  les  deux  points  donnés 
par  une  chaînette  ayant  pour  directrice  l'axe  de  révolu- 
lion,  la  distance  entre  ces  points  ne  doit  pas  excéder  une 
certaine  limiite  qui  dépend  de  leurs  ordonnées  ou  de  leurs 
distances  à  l'axe.  Remarquons  d'abord  que  si  l'on  prend 
pour  origine  des  coordonnées  le  point  de  l'axe  auquel 
correspond  la  plus  petite  ordonnée  y  =  a,  on  aura  ^  =  o; 
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r équation  de  la  chainette  prendra  la  forme  plus  simple 


(3)  y  =  l\e'' 


et  l'on  trouvera,  en  divisant  par  x, 


1  e"-4-e 


2  X 


Oi',  ce  rapport  ne  peut  varier  qu  entre  certaines  limites 
qui  sont  les  mêmes  pour  toutes  les  chaînettes  comprises 
sous  la  forme  (3),  ou  qui  ne  diffèrent  que  par  le  para- 
mètre «5  en  effet,  pour  trouver  la  valeur  de  -qui  rende 

Y  .  .    . 

-  maximum  ou  minimum,  on  pose 


(4)  -\<^"-^ 

ou 


on  trouvera,  par  des  approximations  successives, 
-  =  ±1,1  qq68  .  . . 

,7* 

A  cette  valeur  de  -  correspond 

•-=i,8roi7,      -=dzi,5oS88. 

Si  Ion  fait 

/.  =  I  ,5o888  =  ian'j(56"28'/, 
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Y       ■ 

le  rapport  -  ne  peut  avoir  de  valeur  positive  ou  négative 

inférieure  à  ±  A  ;  la  chaînette  se  trouvera  donc  tout  en- 
tière au-dessus  des  deux  droites  passant  par  l'origine  et 
représentées  par  les  équations 

Ces  deux  droites  sont  évidemment  tangentes  à  la  chaînette. 
En  effet,  on  a  généralement 

et  l'équation  (4),  qu  on  peut  écrire  comme  11  suit, 

•^y  —  j  =  o. 


donne 


j'  =  'l=±k, 


ce  qui  expi^ime  qu'aux  deux  points  de  la  chaînette  pour 
lesquels  l'équation  (4)  a  lieu,  et  dont  nous  venons  de  dé- 
terminer les  coordonnées,  les  tangentes  passent  par  l'ori- 
gine et  coïncident  avec  les  deux  droites  limites. 

Il  est  donc  démontré  que  si  l'on  mène  par  l'origine  des 
coordonnées  deux  droites  faisant  chacune  avec  l'axe  des 
X,  de  part  et  d'autre,  un  angle  de  56°  28'  à  très-peu  près, 
toute  chaînette  représentée  par  l'équation  (3)  sera  com- 
prise dans  l'angle  supérieur  formé  par  ces  droites,  et 
qu'elle  sera  touchée  par  ces  mêmes  droites  aux  points  dont 
les  coordonnées  sont  jî  =  dz  1,1 9968 «,  j)' =1, 81017a. 

Il  en  résulte  qu'il  n'est  pas  toujours  possible  de  dé- 
terminer les  constantes  a  et  b  dans  l'équation  (2)  de 
manière  à  faire  passer  la  chaînette  par  deux  points  don- 
nés A  et  R.  Si  par  le  point  A  on  mène  une  droite  AC 
qui  rencontre  l'axe  de  révolution  en  C  sous  un  angle  de 
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56°  28',  et  par  le  point  C  une  seconde  droite  CD  égale- 
ment inclinée  sur  cet  axe,  il  faudra  que  le  point  B  se 
trouve  au-dessus  de  la  droite  CD;  autrement  la  chaînette 
ne  pourra  plus  être  tracée,  et  le  problème  de  minimum 
n'aura  pas  de  solution. 

lOl.  Pour  interroger  la  variation  seconde,  différentions 
tour  à  tour  l'équation  (2) 

-  h  X  —  h 


}=-\e  +,.■ 


par  rapport  à  x,  a.  Z>,  il  viendra 

b  x  —  b\ 


f  =  \y'- 


/    X  —   h  X  —h\ 


/    .'~b  _^  —  f^\  /   x—b  r— iv 

da         l\  J       1 


dy  I 

db  2 


a  Y 


-  b  X  —  h 


{.T—  b'  y'         dr 


-jl  =  -  y 


da  a  db 

L'existence  du  minimum  exige  d'abord  que  le  rapport 

,       dy     dy  ,  1       /^         • 

des  dérivées  --,  -jji  et,    par   conséquent,    la    lonciion 

X -i  ne  prenne  pas  deux  fois  une  même  valeur  entre 

les  limites  .r, ,  x,.  Or.  cette  fonction  exprime  Tabscissedu 
point  où  la  tangente  à  la  cliainetlc  rencontre  Taxe  des  x. 
Donc,  en  admettant  que  A  et  B  (./?{?.  3,  p.  2i3)  soient  les 
points  extrêmes  de  l'arc  de  cliaîneite  que  Ton  considèie, 
si  par  le  point  A  on  mène  à  la  chaînette  ime  tangente 
IV.  14 
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AC  qui  rencontre  l'axe  des  a:  en  C,  et  par  le  point  C  une 
seconde  tangente  CD  qui  touche  la  chainette  en  D,  D  sera 
la  limite  que  la  seconde  extrémité  B  ne  peut  ni  atteindre 
ni  francliir  sans  que  1  arc  AB  cesse  d'avoir  la  propriété 
d'engendrer  une  surface  niinima.  En  d'autres  termes,  il 
faut  que  les  tangentes  menées  à  la  chaînette  aux  deux 
points  extrêmes  A,  B  se  coupent  au-dessus  de  l'axe  de 
révolution,  sans  cela  le  minimum  n'aura  pas  lieu. 

Lorsque  cette  première  condition  est  remplie,  on 
peut  affirmer  que  l'intégrale  proposée  est  un  véritahle 
minimum,  puisque  la  dérivée  seconde 


y 


>+/ 


reste  constamment  positive. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  mener  entre 
deux  points  A  et  B  {Jig.  2),  situés  à  distance  égale  de 
l'axe  XX',  une  courbe  telle,  que  l'aire  engendrée  par  sa 

Fig.   2. 


révolution  autour  de  cet  axe  soit  un  minimum.  Prenons 
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sur  cet  axe  un  point  C  également  distant  de  A  et  de  11, 
et  menons  les  droites  CM,  CN,  faisant  Tune  et  l'autre 
un  angle  de  56°  28'  avec  l'axe  XX'.  Cela  posé,  le  pro- 
blème de  minimum  n'aura  pas  de  solution  si  les  points 
A,  B  se  ti'ouvent  en  dehors  de  l'angle  MCN.  i.orsqu'ils 
sont  compris  dans  cet  angle,  la  courbe  chei'chée  est  une 
chaînette  tangente  aux  deux  droites  CM,  CN.  Or,  par 
les  points  A,  B  on  peut  évidemment  faire  passer  deux 
chaineltes  distinctes  MABN,  AM'jN'B,  tangentes  Tune  et 
l'autre  à  ces  droites.  Sur  la  première  les  points  de  con- 
tact M,  iS  se  trouvent  au  delà  des  points  A,  B  ;  sur  la  se- 
conde, au  contraire,  les  points  de  contact  M',  jN'  sont 
compris  entre  A  et  B.  C'est  la  première  chaînette  qui 
donne  seule  la  solution  du  problème. 

On  comprend  d'ailleurs  facilement  pourquoi  la  chaî- 
nette AM'îs'B  ne  peut  pas  être  la  courbe  cherchée;  car, 
en  admettant  qu'elle  donnât  le  minimum,  et  en  prenant 
sur  elle  deux  points  a,  h  au-dessous  de  INl',  ]S'  et  à  des 
distances  égales  de  l'axe  XX',  ce  ne  serait  plus  l'arc  ab, 
mais  la  nouvelle  chaînette  aninb  qui  donnerait  le  mini- 
mum, et  ainsi  de  suite. 

105.  Nous  ajouterons  encore  quelques  considérations 
géométriques  qui  serviront  à  répandre^  ur)e  nouvelle  lu- 
mière sur  les  résultats  de  celte  discussion.  La  difïéren- 
tielle  de  l'aire  U  engendrée  par  la  révolution  de  la  chai- 
nette  étant 


dW  =^  2777  yi  -\-y"^dxy 


si  l'on  exprime  dx  par  dj  et  qu'on  élimine  v^i  -\-j''  au 
moyen  de  l'équation  (i),  on  aura 


d\j  =^     .  , 


'4 
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et  en  intégrant 


const. 


Si  l'aire  U  et  les  abscisses  x  sont  comptées  à  partir  du 
cercle  engendré  par  la  plus  petite  ordonnée  j-  =z  a,  cette 
expression  deviendra 

U  =  7r  (  j  V  j^ — a-  -\-  ax)  =  i^  a[yy'  -\-x) , 

x^y  étant  les  coordonnées  de  l'extrémité  de  l'arc.  Si  par 
le  point  x^y  ou  D  [Jig.  3)  on  mène  une  tangente  à  la 
chaînette,  la  partie  de  cette  tangente  comprise  entre  la 
courbe  et  l'axe,  ou  la  droite  DC,  sera 


y 

y 


et  la  surface  conique  engendrée  par  cette  droite 

K  =,«(,,,'  + ^). 

La  différence  des  deux  surfaces  engendrées  par  l'arc  PD 
et  la  tangente  CD  est  donc 


U  — K  =  7ra  (.r—^—\=na. 


OC. 


En  désignant  par  U, ,  K,  les  surfaces  engendrées  par  l'arc 
AP  et  par  la  tangente  AC,  on  trouve  de  même 

U,  —  K,  =— 7r«.0C. 

Ajoutant  et  transposant,  il  vient 

U  +  U,  =  K  +  K, . 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  par  un  point  C  pris  sur  la  directrice  dune  cliaî- 
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nette  on  mène  deux  tangentes  CA,  CD  à  la  chaînette, 
l'arc  AD  et  la  ligne  brisée  ACD  décriront  des  surfaces 
égales  en  tournant  autour  de  la  directrice. 


L'analyse  nous  a  démontré  que  l'arc  de  chaînette  cesse 
d'engendrer  une  surface  de  révolution  minima,  lorsqii  il 
s'étend  depuis  A  jusqu'à  D,  et  il  est  maintenant  facile 
d'en  trouver  la  raison.  En  diminuant  très-peu  et  dans  un 
même  rapport  le  paramètre  a  et  les  distances  CA,  CD,CO, 
on  détermine  les  trois  points  A',  D',  O',  ainsi  que  la  nouvelle 
chainelte  A'  D'  ayant  son  sommet  au-dessus  de  O'  et  tan- 
gente aux  droites  CA,  CD  dans  les  poii^ts  A',  D'.  D'après 
le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer,  l'arc  A'D'  et 
la  ligne  brisée  A' CD'  décriront  aussi  des  surfaces  de  ré- 
volution égales.  On  pourrait  donc,  sans  altérer  l'aire  de 
la  surface  de  révolution,  substituer  à  la  chaînette  AD  le 
polygone  mixtiligne  A  A'  D'D,  qui  en  différera  aussi  peu 
qu'on  voudra,  et  en  continuant  ainsi  on  passerait  par  des 
déformations  insensibles  de  la  chaînette  AD  à  la  ligne 
brisée  ACD.  On  pourrait  même  aller  plus  loin  et  substi- 
tuer à  ACD  des  courbes  qui  descendissent  au-dessous  de 
Taxe  des  .r  :  l'intégiale  proposée  prendrait  alors  des  élé- 
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ments   négatifs   et    serait    susceptible  de  diminuer   sans 
limite. 

Si  le  minimum  analytique  cesse  d'avoir  lieu  pour  l'arc 
de  chaînette  AD,  c'est  parce  qu'on  peut  la  déformer  d'une 
manière  continue  sans  que  la  surface  de  révolution 
augmente,  et  non  pas  parce  qu'il  existe  d'autres  courbes 
d'union  entre  les  points  A  et  D  ({ui  donnent  des  surfaces 
plus  petites.  Pour  l'arc  de  chaînette  AB  toutes  les  condi- 
tions analytiques  du  minimum  sont  remplies,  quoiqu'il 
soit  certain  qu  on  peut  mener  entre  A  et  B  une  infinité 
de  courbes  qui,  sous  la  condition  de  franchir  Taxe  des  x. 
et  quelquefois  même  sans  cette  condition,  donnent  pour 
l'intégrale  proposée  des  valeurs  plus  petites.  C'est  qu'on 
ne  saurait  déformer  1  arc  AB  par  degrés  insensibles  sans 
que  la  surface  de  révolution  augmente  d'abord,  sauf  à 
diminuer  ensuite  ^  et  tel  est,  à  propiement  j)arler,  le  ca- 
ractère analytique  du  minimum.  En  général,  dans  le 
calcul  des  variations,  comme  dans  le  calcul  différentiel, 
le  maximum  ou  le  minimum  analytique  n'est  pas  tou- 
jours la  plus  grande  ou  la  plus  petite  de  toutes  les  valeurs 
possibles,  et  il  peut  y  avoir  quelquefois  plusieurs  maxima 
ou  mininia. 

Problème  IV. 

106.  Parmi  toutes  les  courbes  de  rnêiue  lonsueur, 
trouver  celle  qui  par  sa  révolution  autour  d'un  axe 
donné  eng('ndre  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  surface. 

Prenons  1  axe  de  révolution  pour  axe  des  x.  La  lon- 
gueur de  la  courbe  et  la  surface  engendrée  par  sa  révo- 
lution étant  respectivement 

Jsjx-^ydx     et     iT.  J  yyj  \-^  y'- dx, 

le  problème  se  ramène  à  chercher  le  maximum  ou   mini- 
mum absolu  de  l'intéerale 


I 


Ir 


—  cj  sjx-^y''  dx, 
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dans  laquelle  c  est  une  consiaule  donl  on  disposera  pour 
donner  à  la  courbe  la  longueur  assignée.  Ici  : 

r—r)  y' 


v  =  (v— c)\/n-ys    p=v/n-/-,    P,=  - 


s/i  +  r'^    ' 

comme  la  variable  indépendante  x  n'entre  pas  explicite- 
ment dans  \  ,  Téqualion  indéfinie 

d  P.  _ 
dx 

s'intègre  immédiatement  une  première  fois  et  donne 
/  ">'  —  '-■ 

V P,y'.:iza,       OU       -i:zz=^=  =  (l . 

De  cette  ecjualion  résolue  par  rapport  a  y    ou  -^^  on 

tirera  d'abord  la  valeur  de  dx  exprimée  en  dy^  on  inté- 
grera et,  après  quelques  transformations  semblables  à 
celles  de  l'exemple  précédent,  on  trouvera 

a  ex  b  étant  des  constantes  arbitraires.  La  courbe  est  donc 
encore  une  chainetle,  dont  la  directrice,  parallèle  à  l'axe 
de  révolution,  est  située  à  une  distance  égale  à  la  valeur 
numérique  de  c,  au-dessus  ou  au-dessous  de  cet  axe, 
suivant  que  c  est  positif  ou  négatif. 

Lorsque  les  points  extrêmes  sont  fixes,  on  détermine 
les  constantes  a,  h^  c  ])ar  les  conditions  que  la  chaînette 
doit  passer  par  ces  points  et  avoir  une  longueur  donnée. 
Or,  il  est  en  général  possible  de  satisfaire  à  ces  condi- 
tions, de  deux  manières  diflerentes,  ou  par  deux  chaî- 
nettes dont  l'une  tourne  sa  concavité  et  l'autre  sa  con- 
vexité vers  l'axe  de  révolution.  La  première  chaînette 
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donne  la  plus  grande,  la  seconde  la  plus  petite  surface 
de  révolution,  puisque  y  —  c ,  et  par  conséquent  la  dé- 
rivée seconde 

reste,  entre  les  limites  de  l'intégrale,  constamment  néga- 
tive si  la  courbe  est  concave,  et  constamment  positive 
si  la  .courbe  est  convexe  vers  Taxe  des  x,  pourvu  toute- 
fois que  dans  le  second  cas  la  chainetle  n'atteigne  pas  l'axe 
de  révolution. 

Admettons  maintenant  que  les  points  extrêmes  ne 
soient  pas  fixes,  mais  qu'ils  puissent  se  déplacer  sur  deux 
courbes  données;  soit  y=({^x)  l'équation  de  Tune  ou 
l'autre  de  ces  courbes,  on  aura  pour  l'extrémité  située 
sur  cette  courbe 

V  — [j'  — f  (x)]P,  ==o,      ou      i  +  j'f'^.r)=o. 

Une  équation  semblable  aura  lieu  pour  la  seconde  extré- 
mité, et  l'on  en  conclura  que  la  chaînette  doit  couper  nor- 
malement chacune  des  courbes  limites  données. 

Problème  V. 

107.  Parmi  toutes  les  courbes  de  même  longueur, 
trouver  celle  qui^  par  sa  lévolulion  autour  d'un  axe 
donné,  engendre  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  volume. 

Prenons  l'axe  de  révolution  pour  axe  des  jc.  L'expres- 
sion de  l'arc  étant  f  sj i  -hy''^  dx^  et  celle  du  volume  en- 
gendré par  sa  révolution  r.Jy'^dx,  le  problème  revient  à 
chercher  le  maximum  ou  le  minimum  absolu  de  l'inté- 
grale 

/"  0'  —  '''  sli-\-y''')d.T. 
On  a 

, r-  —  ay' 

V  =  j-  —  «  V  I  -i-  /  S     P  =  2  j,      P,  =  . 
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Puisque  V  ne  renferme  pas  la  variable  indépendante  x, 
on  peut  immédiatement  abaisser  d'une  unité  l'ordre  de 

l'équation  indéfinie  P j^  =  o,  en  écrivant  à  sa  place 

V  —  P,y=ic   (n°  (51).   Substituant    alors  à  V  et  à  Pi 
leurs  valeurs,  on  trouve 

(0 

ou 


c'est  l'équation  différentielle  de  la  courbe  élastique.  Son 
intégrale  en  x  et  j  ne  peut  pas  être  obtenue  sous  forme 
finie;  mais  en  diiférentiant  l'équation  (i)  et  désignant 
par  p  le  rayon  de  courbure,  on  trouve 


r^  ■ 

S/'i 

a 

'■■   ^3 

:+j" 

dx  = 

:d-- 

{y'- 

■c)dy 

ay  a 

2  r  = =  --,    ou    p 


2J 


La  ligne  qui  parmi  toutes  les  courbes  de  même  longueur 
engendre  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  solide  de  révolu- 
tion, est  donc  caractérisée  par  cette  propriété  qu'en  cha- 
que point  son  rayon  de  courbure  est  en  raison  inverse  de 
l'ordonnée. 

Les  points  extrêmes  de  la  courbe  peuvent  être  fixes  ou 
mobiles  sur  des  lignes  données.  Dans  l'un  et  l'autre  cas, 
les  constantes  arbitraires  seront  déterminées  d'une  ma- 
nière analogue  à  celle  que  l'on  a  suivie  dans  les  exemples 
précédents. 

La  dérivée  seconde 

f/'V  _      —a 

dont  le  signe  dépend  uni((uemenl  de  celui  de  la  constante 
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a,  montre  qu'il  faut  prendre  a  positif  pour  obtenir  le 
maximum,  négatif  pour  obtenir  le  minimum  de  volume. 

Problème  VI. 

108.  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  surj'ace  engen- 
drée par  sa  révolution  autour  d'un  axe  donné  étant  con- 
stante, le  volume  contenu  soit  maximum  ou  minimum. 

Soient  X,  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
la  courbe,  l'axe  de  révolution  étant  pris  pour  axe  des  x\ 
il  s'agit  dedéterminerjy  en  fonction  àex,  de  manière  que 
fy  \l  I  -+-y''^  d  r  ayant  une  valeur  donnée,  Jj  ^  dx  dev  ienne 
maximum  ou  minimum,  ce  qui  revient  à  cliercber  le 
maximum  ou  le  minimum  absolu  de  Tintégrale 


1 


[y^—iay\ji  +  y''')dx. 
On  a 

V=J-—  2«jVl-t-J»"'%        P  =  2(j  —  fl\/l-|-j'^), 
'iajy'  d'Y  2<27" 


P, 


v/i  +  j"       '^■^'^  {i+j")' 


et  l'on  voit  déjà  qu'il  faut  supposer  la  constante  a  posi- 
tive pour  obtenir  le  maximum,  négative  pour  obtenir  le 
minimum.  Dans  l'un  ou  dans  l'autre  cas,  la  fonction  y 
doit  satisfaire  à  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

P ~  =  o,  ([ue  l'on  peut  remplacer  immédiatement, 

puisque  V  ne  renferme  pas  la  variable  indépendante  x, 
par  l'équation  différentielle  du  premier  ordre 

V-P,j'  =  c, 
ou 

2.  a  Y 
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Telle  est  donc  1  équation  différentielle  de  la  courbe 
cherchée.  Elle  ne  permet  pas  d'exprimer  /  en  x  au  moyen 
des  fonctions  dont  ou  se  sert  dans  lanalyse  élémentaire, 
mais  il  est  facile  d'en  tirer  une  relation  finie  entre  Tare  .v 
et  l'ordonnée.  En  eff'et,  l'équation  (i)  étant  mise  sous  la 
forme 

(2}  j-  —  "^"^  ~ds  ~'^' 

on  en  lire  successivement 


d.r         >■■  —  c        dy        _.    \l  ^a-y'^  —  [y-  —  c)' 
ds  2  ay  ds  2  ay 

laydy 


ds  =  ± 


\'^a'y^  —  {y^  —  c) 
et,  en  intégrant. 

la-  -f-  c  —  y- 


(3)  ces     -4-/5)  =  '-^ 

\^  I  2.(1  va' -h  c 

k  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

La  surface  de  révolution  dont  la  génératrice  est  repré- 
sentée par  l'équation  (1)  jouit  d'une  propriété  remar- 
quable que  nous  allons  indiquer.  Si  Ion  diûerentie  cette 
équation  ,  en  appelant  iN  la  partie  de  la  normale  com- 
prise entre  la  courbe  et  l'axe  des  x,  et  ^0  le  rayon  de 
courbure  pris  avec  le  signe  +  ou  avec  le  signe  —  sui- 
vant que  ce  rayon  fait  un  angle  obtus  ou  aigu  avec  les  y 
positifs,  c'est-à-dire  suivant  que  la  courbe  est  concave 
ou  convexe  vers  l'axe  des  x,  en  sorte  que 


•J 


on  trouve  sans  peine 

I        I  I 
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Or  |!5  et  N  sont  évidemment  les  deux  rayons  de  courbure 
principaux  de  la  surface  de  révolution  ^  la  dernière  équa- 
tion  exprime  donc  qu'en  chaque  point  de  cette  surface  la 

courbure  moyenne  est  constante  et  égale  à  —  •  Nous  ver- 
rons plus  tard  que  celte  propriété  appartient  en  général 
à  toutes  les  surfaces  qui  sous  une  étendue  donnée  ren- 
ferment un  volume  maximum. 

109.  M.  Delamiay  a  donné  {^Journal  de  Liouville,  YI, 
3i5)  une  interprétation  géométrique  très-élégante  de 
l'équation  (i)  en  montrant  qu'elle  appartient  à  une 
courbe  décrite  par  l'un  des  foyers  d'une  ellipse  ou  d'une 
hyperbole  c[ui  roule  sans  glisser  sur  Taxe  des  x. 

En  effet,  supposons  qu'une  ellipse  dont  les  demi-axes 
sont  aet  b  roule  sur  l'axe  des  x.  Son  foyer  F  décrit  une 
combe  qui ,  d'après  une  propriété  générale  des  épicy- 
cloïdes ,  a  pour  normale  la  droite  menée  du  point  F  au 
point  K  où  l'ellipse  mobile  touche  l'axe  des  x.  En  dési- 
gnant par  X,  Y  les  coordonnées  du  foyer  F  et  par  r  le 
rayon  vecteur  FK ,  on  a  donc 

le  second  membre  devant  être  pris  avec  le  signe  -+-  ou 
avec  le  signe  — ,  suivant  que  le  point  de  contact  K  se 
trouve  à  droite  ou  à  gauche  (vers  les  x  positives  ou  les  x 
négatives)  de  l'ordonnée j'.  Désignons  parj^j  l'ordonnée 
du  second  foyer  Fi  et  par  j'i  le  rayon  vecteur  FjK  mené 
de  ce  foyer  au  point  de  contact  K-,  les  deux  rayons  vec- 
teurs r,  Tj  faisant  des  angles  égaux  avec  l'axe  des  x,  tan- 
gent à  l'ellipse  au  point  K,  on  aura  de  même 

,        dx 


COURBES    PLANES.  221 

Ajoutant  et  remplaçant  7  +  r,  par  2a,  il  vient 


On  a  d'ailleurs 


Eliminant j^i,  on  trouve 

(Ijc 

(4)  jr=q=2«j— H-è'=o. 

Telle  est  doue  l'équation  dliFérentielle  de  la  courbe  dé- 
crite par  le  foyer  F. 

On  trouverait  une  équation  semblable  pour  la  courbe 
décrite  par  le  second  fo^-er  Fj,  avec  la  seule  ditlerence 
que  si  l'on  prend  le  signe  supérieur  pour  la  première 
courbe,  on  devra  prendre  le  signe  inférieur  pour  la  se- 
conde, et  wce  versa.  Les  courbes  décrites  par  les  deux 
foyers  ne  diffèrent,  en  effet,  que  par  leur  position. 

Il  suffirait  de  changer  h^  en  —  b'^  et  d'écrire 

(5)  j'qz2«j— —  6=  =  o 

pour  avoir  l'équation  de  la  courbe  décrite  par  l'un  ou 
par  l'autre  des  foyers  d'une  hyperbole  qui  roule  sur  l'axe 
desx. 

L'équation  (1)  pouvant  être  identifiée  avec  (4)  ou  (5) 
suivant  que  c  est  négatif  ou  positif,  on  arrive  ainsi  au 
théorème  suivant  : 

La  génératrice  de  la  surface  de  révolution  qui  sous 
une  étendue  donnée  renferme  le  j)lus  grand  ou  le  plus 
petit  volume,  est  une  courbe  décrite  par  le  foyer  dune 
ellipse  ou  d'une  hyperbole  qui  roule  sans  glisser  sur 
l'axe  de  révolution. 

HO.   Les  trois   constantes  aibitraires  contenues  dans 
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la  solution  générale  du  problème  seront  déterminées  de 
diverses  manières  selon  les  restrictions  imposées  aux  li- 
mites. Examinons  quelques  cas  en  particulier. 

1°  Les  points  extrêmes  sont  fixes.  —  Dans  ce  cas  la 
variation  de  l'intégrale  ne  fournit  pas  d'équations  aux  li- 
mites, mais  les  constantes  se  déterminent  par  la  condition 
même  que  la  courbe  doit  passer  par  les  deux  points  don- 
nés et  que  la  surface  engendrée  par  sa  révolution  doit 
avoir  une  aire  déterminée. 

2°  Vune  des  extrémités  de  la  courbe  est  fixe  et  l'autre 
variable.  —  Les  coordonnées  de  l'extrémité  variable 
doivent  (n°  56)  vérifier   les  deux  équations  aux  limites 

P,  =  o,     V=io. 

La  relation  générale  \  —  Pj  j  '  =  c  donne  alors  c  =  o,  ce 
qui  réduit  l'équation  (i)  à 


717—-= 

\/ 1  -h  y 

L'ordonnée  y  ne  pouvant  pas  être  constamment  nulle, 
puisque  sa  valeur  est  donnée  pour  la  première  limite,  il 
est  permis  de  supprimer  le  facteur  j^.  Résolvant  ensuite 

par  rapport  a  y  ou  —5  on  trouve 


et    en  intégrant, 

équation  d'un  cercle  de  rayon  2fl,  ayant  soncenirc  sur 
l'axe  des  x. 

Si  l'on  remarque  en  outre  que  les  équations  P^  :=  o, 
V  =  o  ne  peuvent  subsister  en  même  temps  pour  l'extré- 
mité variable  qu'autant  que  son  ordonnée  y  sera  nulle, 
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on  eu  conclura  que  la  courbe  est  dans  ce  cas  un  arc  de 
cercle  qui  aboutit  d'un  côté  à  l'axe  de  révolution,  et  dont 
le  centie  se  trouve  sur  ce  même  axe. 

3°  La  courbe  doit  aboutir  des  deux  côtés  à  une  droite 
parallèle  à  l  axe  de  révolution. — Les  valeurs  limites  de 
y  étant  données  et  celles  de  x  restant  variables,  on  a  pour 
chacune  des  limites  la  condition 

V-  P,j'=o 
qui  revient  à 


On  en  conclura,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  la 
courbe  est  un  arc  de  cercle  ayant  son  centre  sur  l'axe 
des  x. 

L'arc  de  cercle  devient  une  demi-circonférence  lors- 
que la  droite  sur  laquelle  doivent  se  trouver  les  points 
extrêmes  coïncide  avec  l'axe  de  révolution.  Il  en  résulte 
que  de  toutes  les  surfaces  de  révolution  la  sphère  est 
celle  qui  sous  une  étendue  superficielle  donnée  renferme 
le  plus  grand  volume. 

m.  Dans  le  premier  cas,  le  problème  présente  une 
circonstance  singulière  lorsque  les  points  donnés  A  el  B 
entre  lesquels  il  faut  mener  la  courbe,  sont  situés  sur 
l'axe  même  des  x,  c'est-à-dire  lorsqu  il  s'agit  simple- 
ment de  construire  sur  une  base  donnée  AB  une  courbe 
telle,  que  l'aire  de  la  surface  engendrée  par  sa  révolution 
autour  de  la  droite  AB  élant  donnée,  le  volume  contenu 
soit  un  maximum.  En  effet, puisque  alois  la  valeur  y=i  o 
des  deux  ordonnées  extiêmes  doit  vérifier  l'équaiion  gé- 
nérale (i),  la  constante  c  sera  nulle  et  cette  équation  dé- 
viendra celle  d'un  cercle  ayant  son  centre  sur  Taxe  des  .r. 
Le  solide  de  révolution  serait  donc  une  sphère  consiruiie 
sur  le  diamètre  AB,  solution    impossible,   puisque  cette 
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sphère  a  une  surface  déterminée  que  l'on  ne  peut  pas 
faire  égale  à  une  autre  aire  donnée. 

Ce  fait  analytique  a  paru  étrange  à  c[uelques  géomètres, 
parce  que,  dans  leur  opinion,  le  problème  doit  évidem- 
ment admettre  une  solution,  et  ils  en  ont  proposé  ré- 
cemment des  interprétations  très-différentes.  M.  Jellett 
en  conclut  simplement  que  le  calcul  des  variations  est  eji 
défaut  5  M.  Airy  croit  lire  dans  les  formules  qui  ren- 
ferment la  solution  du  problème  que  la  courbe  se  com- 
pose de  deux  parties  distinctes,  à  savoir  d'une  demi-cir- 
conférence de  rayon  convenable  pour  engendrer  l'aire 
voulue,  et  d'une  portion  de  l'axe  même  de  révolution.  De 
leur  côté,  MM.  Todhunter  et  Challis,  admettant  que  la 
ligne  qui  doit  unir  les  points  A  et  B  se  compose  d'abord 
de  deux  droites,  élevées  perpendiculairement  à  l'axe  aux 
points  A  et  B,  puis  d'une  courbe  joignant  les  extrémités 
de  ces  droites,  arrivent  également  à  donner  une  courbe 
discontinue  comme  solution  du  problème  en  question. 

Aucune  de  ces  interprétations  ne  nous  paraît  complè- 
tement satisfaisante.  L'impossibilité  où  l'on  est  de  véri- 
fier toutes  les  conditions  du  problème  indique  nécessaire- 
ment qu'il  n'a  pas  de  solution,  et,  si  l'on  se  place  au  point 
de  vue  analytique,  il  n'est  nullement  étonnant  qu'il  en 
soit  ainsi.  En  effet,  la  courbe  en  question  doit  être 
choisie  parmi  toutes  celles  qui  font  prendre  à  l'intégrale 
J'y\i  -+-  y''^<^x  une  valeur  déterminée-,  or  rien  n'empêche 
que  la  courbe  soit  située  en  partie  au-dessus,  en  partie 
au-dessous  de  l'axe  des  x,  et,  par  conséquent,  que  les 
éléments  de  l'intégralejy  \j i -{- y^  dx  soient  les  uns  po- 
sitifs, les  autres  négatifs;  l'intégrale  elle-même  sera  alors 
l'excès  de  la  somme  des  éléments  positifs  sur  celle  des 
éléments  négatifs ,  et  chacune  de  ces  sommes  pourra 
croître  sans  cesse  pourvu  que  leur  différence  reste  con- 
stante. Donc  aussi,  l'intégrale  Jj^dx  dont  on   cherche 
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le  maximum  et  qui  n'a  que  des  éléments  positifs,  pourra 
croître  indéfiniment  sans  que  l'intégrale  Jj"  sji-'r-y'dx 
change  de  valeur.  De  plus,  les  points  A,  B  étant  pris  sur 
l'axe  même  des  x,  il  est  toujours  possible  de  substituer  à 
uue  courbe  quelconque  menée  entre  A  et  B  une  autre 
courbe  infiniment  voisine  tracée  entre  les  mêmes  points, 
et  qui  donne  pour  fy-rix  une  valeur  plus  grande,  tout 
en  donnant  i^our  J y  \J  i -^  j'^ dx  la  même  valeur  que  la 
première  courbe.  Il  en  résulte  que  l'intégrale  fj'^dx  n'a 
pas  de  maximum ,  si  l'on  n'écarle  pas  avant  tout  les 
valeurs  négatives  de  l'ordonnée  r  compatibles  avec  la 
condition  imposée  à  la  seconde  intégrale  Jy^sJ i-\- y'^  dx\ 
or  cette  absence  du  maximum  devait  nécessairement  se 
manifester  par  une  solution  impossible. 

Il  est  viai  que  si  l'on  ne  considère  que  des  courbes 
situées  tout  entières  d'un  côté  de  l'axe,  la  génératrice  du 
solide  qui,  sous  une  étendue  superficielle  donnée,  ren- 
ferme le  plus  grand  volume,  sera  une  ligne  composée 
d'une  portion  de  l'axe  et  d'une  demi-circonférence , 
comme  M.  Airy  l'a  suggéré;  mais  ce  résultat,  facile  à 
vérifier  par  d'autres  considérations,  n'est  pas  propre- 
ment une  solution  du  problème  analytique  dont  il  a  été 
question. 

Problème  VIL 

112.  Trouver  la  hracldstochrone  ou  la  courhe  de  plus 
vite  descente  entre  deux  points. 

Considérons  un  point  matériel  soumis  à  l'action  de  la 
pesanteur  et  assujetti  à  se  mouvoir  le  long  d'une  courbe 
quelconque.  Prenons  pour  axe  des  y  la  direction  de  la 
pesanteur,  et  soient  x,  y  les  coordonnées  du  point  mo- 
bile, s  l'arc  de  courbe  qu'il  décrit,  v  sa  vitesse,  t  le  temps, 
g  la  mesure  de  la  pesanteur  ou  la  vitesse  acquise  pendant 
IV.  ,5 
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l'unité  de  temps  dans  la  chute  libre,  on  aura 


ds        dv  dy        s;  dj 

dt^      dt        "    ds         ('  dt  ' 

ei,  par  conséquent, 

^<dv  =  gdy. 

En  intégrant,  et  désignant  par  .ï,,  y\  les  coordonnées  du 
point  de  départ,  par  Xa,  j  9  celles  du  point  d'arrivée  du 
mobile,  on  obtient 

"'=  2^(j  —7,+  h), 

k  étant  la  hauteur  de  chute  qui  correspond  à  la  vitesse 
initiale.  On  a  d'ailleurs 


ds 
lit 


Çds 
J   ^' 


substituant  à  u  sa  valeur,  pour  obtenir  l'expression  du 
temps  employé  par  le  mobile  à  parcourir  sa  trajectoire 
entière  depuis  le  point  Xi,  y,  jusqu'au  point  Xj,  y^,  on 
voit  que  c'est  l'intégrale 


qu'il  s'agit  de  rendre  minimum. 

Comme  cette  intégrale  renferme  la  valeur  limite  j  1  de 
la  fonction  y^  on  aura  à  suivre  la  marche  indiquée 
n°  6tJ.  Appelons,  comme  à  l'ordinaire,  V  la  fonction 
multipliée  par  dx  sous  le  signe  intégral,  et  P,  Pi  ses 
dérivées  partielles  prises  par  rapport  à  y  et  j',  la  va- 
riation de  l'intégrale  sera 

"-i"('-î)""-*'"X"i-^" 


f 


(V«ÎJr  4-P,5j 
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OU,  si  l'on  se  rappelle  que  (n"  30) 

+1   ';(V-P,y)<îa:,-4-P.5j,j 
On  a  d'ailleurs 


-—di 
■fyi 


V  j'— j.-t 


v  =  */ ^,    P  = 


p,=  -^ 


s/x 

+  y= 

2 

(7- 

-r.  +  ^p 

v/i  4-  r'= 

^Pi  _  2  f  r  —  r,  H-  /■)  r"  —  r"  ( i  H-  y") 

Cela  posé,  en  égalant  à  zéro  la  variation  de  l'intégrale, 
on  trouve  d'abord  l'équation  indéfinie 

I  -t-r"  +  2(j^— j,  -\-  k)y"  =0, 

qui,  mise  sous  la  forme 

2  y'  dy'  fly 


s'intègre  immédiatcraeiU  et  donne 

a  élant  une  constante  arbitiaire.  Résolvant  par  rapport  à 

i5. 
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y  ou  -j--)  Il  vient 


V   2a 


dx-'^-^'  "      "•^' 


Si  l'on  fait 

^"  —  j'i-h  k^=  a[\  —  cosw), 

ce  qui  est  toujours  permis,  puisque  la  quantité j^ — ji-\-h. 
doit  être  comprise  entre  o  et  2 a,  sans  quoi  le  radical  de- 
viendrait imaginaire,  il  viendra 

dx  z=  a[i  —  cosw  )c?w, 
et,  en  intégrant, 

X  —  jc,  -{-/(  =  «(&)  —  sinw), 

h  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 
Les  deux  équations  simultanées 

!x  —  a:,  -i-A=a(w  —  sin w ) 
y  —jr,-\-  k  =  a{i  —  cosw) 

appartiennent  évidemment  à  une  cycloïde  qui  est  par  con- 
séquent la  courbe  chercbée.  Il  serait  facile  d'éliminer  la 
variable  auxiliaire  w  et  d'exprimer  r  en  .r^  mais  nous 
préférons  la  forme  (i),  parce  qu'elle  se  prête  plus  facile- 
ment à  la  discussion  ultérieure. 

413.   On  tire  successivement  des  équations  (i) 

dx:=a(i  —  cosw)(/w,      rfj=«sinwrfw, 

sinw  w  ,     w 

r  == =  col  —■)      I  +  r    ==  cosec-  —■> 

I  —  COSOJ  2  "  2 

w  w 

cosec-  —  cet  - 

9.  2  ,1 

V=--^,        P,  =r— ^,        V-P,j'=--— , 
V2fl  V2«  Y'2« 


<f  -  cet cet  — ^ 

2  2  2 


/ .        W  \/  2  rt 

^  2 
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cOi  et  Wj  étant  les  valeurs  de  w  aux  deux  points  extrêmes 
de  la  courbe.  Par  suite  de  ces  relations,  les  ternies  aux 
limites  de  la  variation  oS  se  simplifient  considérable- 
ment et  deviennent 


^.r-j  ■+-  cot  —  Svj       Sx,  -f-  cet  -^  S  y, 
,    ,  2  2 

(2) 


V2«  S/' 2.  a 

Ils  disparaissent. d'eux-mêmes  lorsque  les  points  extrêmes 
de  la  courbe  sont  donnés,  puisque  alors  les  variations 
BXi,  ^Xs,  dyi,  oy\  sont  nulles 5  mais  il  reste,  pour  déter- 
miner les  constantes  «,  h,  la  condition  que  la  cycloïde  doit 
passer  par  ces  devix  points  extrêmes.  Quant  à  la  con- 
stante A,  nous  avons  déjà  fait  remarquer  quelle  dépend 
de  la  vitesse  initiale  que  nous  supposons  donnée. 

Mais  si  les  extrémités  de  la  trajectoire  sont  seulement 
assujetties  à  se  trouver  sur  deux  courbes,  déterminées 
par  les  équations 


et  les  termes  (2)  égalés  à  zéro  lourniront  les  deux  équa- 
tions aux  limites 


I  -f-  Y'(j:,)cot  —  =  G, 

'^^  i 

I    I -I- \j;'(a;,)cot  —  =  o, 

qui  serviront  à  déterminer  les  deux  constantes  a  et  h.  En 

éliminant  cot  —j  on  trouve  la  relation  simple 
2  '^ 
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exprimant  qu'aux  entrémités  de  la  trajectoire  les  deux 
couibes  limites  ont  leurs  tangentes  parallèles.  Comme  on 
a  d'ailleurs  en  général 

r  =  cet  —  » 

la  seconde  équation  (3)  prouve,  en  outre,  que  la  cycloïdt- 
est  normale  à  la  seconde  courbe  limite  au  point  d'arri- 
vée du  mobile. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille  trouver  la  ligne 
de  plus  vite  descente  entre  une  courbe  AC  et  une  droite 
BD  [Jig-  4)  situées  dans  un  même  plan  vertical,  et  ad- 


mettons, pour  simplifier,  que  la  vitesse  initiale  soit  nulle. 
On  prendra  pour  point  de  départ  le  point  A  où  la  tan- 
gente AT  à  la  courbe  est  parallèle  à  la  droite  BD,  et  1  on 
mènera  par  ce  point  une  droite  horizontale  AD,  sur  la- 
quelle on  fera  rouler  un  cercle  de  rayon  convenable  pour 
que  la  cycloïde  ainsi  engendrée,  ayant  son  sommet  en  A, 
coupe  la  droite  BD  sous  un  angle  droit.  L'arc  AB  de  cette 
cycloïde  sera  la  courbe  cherchée. 

1 14.  Passons  maintenant  à  la  variation  seconde,  et  exa- 
minons si  toutes  les  conditions  de  minimum  se  trouvent 
réellement  remplies.  La  relation  générale  entre  x  et  y 


COUUBES    PLAJVES,  ^3  I 

qu'on  obliendiait  en  éliminant  ro  entre  les  équations  (i), 
renfermant  deux  constantes  arbitraires  a  et  /i,  il  faut 
s'assurer  d  abord  si   le   rapport   des  dérivées  partielles 

-— ,  -77  ne  liasse  pas  deux  fois  par  une  même  valeur  entre 
lia      ah         ^  '■  ^ 

les  limites  de  l'intégrale  S,  ou  lorsque  x  croît  de  a",  à  j:,,. 

Or,  si  l'on  diflerentie  les  équations  (i),  en  y  regardante; 

comme  constante  et  j^,  &),  rt,  h  comme  variables,  on  aura 

(Ih  :=  (w  —  sinw)  r/fl  -f-  a  (1  —  coswjf^o, 
dy  z=i  [i  —  cos w ) (la  -f-  a sin w f/w , 

et,  en  éliminant  ^o), 

(  1  — '  cosw)  rf/  =  (  2  —  2  COS  w  —  w  sin  w  j  <-/«  -f-  sin &j  rM 
ou 


sin  -  r(>-  =  2    sin cos  —    du  -4-  cos  —  dh. 

2  \       2        2         i>,  /  2 

Faisant  tour  à  tour  dh  =  o,   da  =^  o,   on  eu  tire 

dy  I  w         w\         <■/>-  w 

-^  =  21 cet  -    ,      -;-  =  cet  -•> 

da  \  2  2  /         a//  .4 

et,  par  suite, 

dy      (iy 

da  '  dh  w 

cet  - 

2 

expression  qui  (  roît  continuellement  de  o  à  +00   et  de 

—  Qo    |us{iu  a  — TT,  lorsque  -  croit  de  o  a  -  et  de  -  a  tt. 
■•      *  *      2  ?.  2 

Le  rapport —  :  —  ne  prendra   donc   pas  deux    fois  une 
même  valeui   pentlaiil  que-  reste  compris  entie  o  et  tt, 


|tang----j. 
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OU  Oi)  entre  o  et  27:,  c'est-à-dire  tant  que  le  point  de  dé- 
part et  le  point  d'arrivée  du  mobile  se  trouvent  sur  une 
même  branche  de  cycloïde. 

En  outre  de  cette  première  condition  remplie,  la  déri- 
vée seconde 


d'-W 

y 

—  r,  +  /?■ 

sm*- 
2 

-ji 

-H^)(I+/^)F 

V/2« 

est  essentiellement  positive,  et  ne  devient  jamais  infinie: 
la  solution  (i)  donne  donc  un  véritable  minimum. 
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DIXIÈME  LEÇON. 


Suite  de  la  recherche  des  courbes  planes.  —  La  courbe  rapportée  à  des 
coordonnées  polaires.  —  Cas  où  l'on  prend  l'arc  pour  variable  indé- 
pendante, —  Solide  de  révolution  qui  exerce  la  plus  grande  attraction 
sur  un  point  donné  et  dans  une  direction  déterminée.  —  Courbe  qui 
renferme  avec  sa  développée  et  ses  deux  rayons  de  courbure  extrêmes 
l'aire  minima.  —  Courbe  qui  a  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  moment 
d'inertie  par  rapport  à  un  point  donné.  —  Équilibre  d'un  til  flexible  et 
inextensible. 


llo.  Dans  les  problèmes  résolus  jusqu'ici,  nous  avons 
rapporté  ré([uation  de  la  courbe  cherchée  à  un  système 
de  coordonnées  rectangulaires  x,j,  en  regardant  j^  comme 
une  fonction  inconnue  de  x.  Rien  cependant  n'empêche 
de  choisir  autrement  les  coordonnées,  et  il  est  quelque- 
fois plus  commode  de  remplacer  j:,j^  par  des  coordonnées 
polaires  r,  0-,  r  désignant  le  rayon  vecteur  d'un  point  de  la 
(•ourbe  ou  sa  dislance  à  l'origine,  et  6  l'angle  que  ce 
rayon  fait  avec  un  axe  fixe.  Il  s'agit  alors  de  déterminer  r 
en  fonction  de  6,  de  manière  à  rendre  maximum  ou  mi- 
nimum une  certaine  intégrale   f\d6,-  dans  laquelle  \ 

peut  coiitenii-  0,  /',  — >  t^,»'"'  ^^  pour  résoudre  le  pro- 
blème sons  cette  nouvelle  forme,  il  suffira  de  remplacer, 
dans  le.s  formules  déjà  données  (n"  o6),  x^  j.,  y ,  j" -,  ■  -  • 
par  6,  /•,  r'^  r", ...  :  /•',  /•".  .  .  . ,  étant  les  dérivées  de  /'  re- 
latives à  6. 

Prenons  poui  exemple  la  (juesliun  suivante,  qui  est 
un  cas  particulier  du  problème  II. 

Quelle  est  la  courbe  gui  sous  un  périmètre  donné  cir- 
conscrit une  aire  maxinia  ? 
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On  peut  rapporter  la  courbe  cherchée  à  un  système  de 
coordonnées  polaires  /',  9.  La  longueur  de  la  courbe  et 
l'aire  circonscrite  sont  alors  exprimées  par 

f^'r^-^-r'^dB,       -fr^dO, 

et  la  question  revient  à  chercher  le  maximum  de  l'inté- 
grale 

f{r^—  ia\/r-'-hr'^)d9. 

Si  l'on  appelle,  comme  auparavant,  V  la  fonction  sous  le 
signe  intégral,  et  P,  P,  ses  dérivées  partielles  relatives 
à  r,  r',  en  sorte  que 

V  =  /•-  —  2  a  s/  r'  -f-  r'^ , 

7.ar  lar' 

P  =  2/ -,       P,=  — 


l'équation  générale  de  la  courbe  sera 

dP, 

et,  puisque  \  ne  renferme  pas  la  variable  indépendante  6, 
elle  s'intégrera  immédiatement  une  fois  en  donnant 

O  Xï  y - 

V P,  7-'=:c,        OU       r^  — 


sjr'-^-  r'-' 


L  origine  des  coordonnées  étantarbitraire,  on  pcutla  pla- 
cer en  un  point  même  de  la  courbe.  On  aura  alors  pour 
ce  point  r  =  o ,  et  par  suite  c  =  o ,  ce  qui  réduit  à 


l'équation  de  la  courbe  en  question.  On  en  tire 

fif  I         /7 .  I  '^^^ 

r'  =z  ~-  —±:J!xn'—r\      dn  z=z  -h  
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et,  en  intégrant, 

r  =  -2 a  sin  {Q  ■+■  /•). 

Pour  simplifier  davantage,  on  peut  prendre  pour  axe  des 
coordonnées  la  tangente  à  la  courbe.  On  aura  alors, 
pour  0=0, 

-  =  o     ou     tang  A-  =  G , 
r 

ce  qui  donne 

^=0     et     r=:2«sin9, 

équation  d'un  cercle  de  rayon  a.  C'est  donc  au  cercle 
qu'appartient  la  propriété  de  contenir  la  plus  grande  sur- 
face sous  un  périmètre  donné.  En  vertu  du  choix  d'ori- 
gine et  d'axe  que  nous  avons  fait,  les  valeurs  extrêmes 
de  9  sont  o  et  ti,  celles  de  r  sont  o:  ces  valeurs  étant 
données,  il  n'y  a  plus  d'autres  conditions  aux  limites  à 
remplir. 

416.  Au  lieu  de  a;  ou  de  9  on  peut  prendre  pour  va- 
riable indépendante  une  autre  variable  quelconque,  par 
exemple  l'arc  s  de  la  courbe,  qui  dans  beaucoup  de 
cas  se  présente  tout  naturellement  pour  jouer  ce  rôle; 
înais  dans  chaque  choix  particulier  il  faudra  user  de  cer- 
taines précautions  pour  que  le  changement  de  la  va- 
riable indépendante  n  altère  pas  les  conditions  essen- 
tielles du  problème. 

Considérons,  par  exemple,  le  problème  déjà  résolu 
(Probl.  III)  où  l'on  cherche  la  courbe  ([ui,  par  sa  révo- 
lution autour  d'un  axe  donné,  engendre  la  plus  petite 
surface.  Si  l'on  prend  l'arc  s  pour  variable  indépendante, 
la  surface  de  révolution  s'exprime  simplement  par 
•iTz  fyds-^  et  il  semble  au  premier  abord  que  la  question 
se  ramène  à  déterminerj>'  en  fonction  de  s,  de  manière  que 
lintégrale  fyis  devienne  minimum;  cependant,  (juelles 
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que  soient  les  restrictions  auxquelles  on  assujettisse  les 
limites  de  l'intégrale,  ainsi  formulé  analytiquement  le 
problème  est  impossible  à  résoudre ,  parce  qu'il  condui- 
rait, pour  première  équation  de  condition,  à  l'équation 
absurde  i  =:  o  5  tandis  qu'en  prenant  x  pour  variable 
indépendante,  nous  avons  obtenu  une  solution  réelle,  à 
savoir  une  chaînette  ayant  pour  directrice  l'axe  des  x. 

Cette  discordance  apparente  s'évanouit  devant  une 
analyse  plus  approfondie.  11  est  vrai  que  dans  l'équation 
d'une  courbe  quelconque  on  peut  toujours  regarder  l'or- 
donnéey  comme  une  fonction  de  l'arc  s ,  mais  le  contraire 
n'a  pas  lieu,  c'est-à-dire  qu'une  relation  analytique  donnée 
entre  j"  et  5  ne  peut  pas  toujours  représenter  une  courbe. 
En  effet,  l'accroissement  positif  ou  négatif  Ay  de  l'or- 
donnée ne  pouvant  jamais  être  plus  grand  que  l'accrois- 
sement A5  de  l'arc,  la  dérivée  —-•>  dans  l'équation  d'une 

as 

courbe  quelconque,  ne  peut  avoir  une  valeur  positive  ou 
négative  plus  grande  que  l'unité,  ou  ne  peut  varier  qu'en- 
tre les  limites  +  1  et  —  1 .  Il  en  résulte  que  l'équation 

Y=za-\-bs ,      dans  laquelle     /»]>>  i  , 

et  une  infinité  d'autres  relations  entre  j  et  5,  sont  géomé- 
triquement impossibles.  Cette  remarque  très-simple  ré- 
duit notablement  le  nombre  des  formes  que  pourra  pren- 
dre l'ordonnée  exprimée  en  fonction  de  s.  Si  l'on  n'en 
tient  pas  compte,  si  l'on  admet  indistinctement  toutes  les 
relations  analytiques  entre  j^  et  s,  sans  écarter  celles  qui 
n'ont  pas  de  signification  géométrique,  il  pourra  donc 
arriver  qu'une  intégrale  n'ait  plus  de  maximum  ou  de 
minimum,  quoique  la  grandeur  géométrique  qu'elle  re- 
présente doive  en  avoir  ;  et  c'est  en  effet  ce  qui  rend  chi- 
mérique la  recherche  du  minimum  de  l'intégrale  Jjds. 
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117.  La  conséquence  de  ce  qui  précède  est  que  dans 
tous  les  cas  où  l'on  cherche  une  relation  entre  l'arc  s  et 
l'une  des  coordonnées  or,  y.,  que  l'on  prenne  l'arc  s  pour 
variable  indépendante  ou  pour  fonction  à  déterminer,  il 
faudra,  pour  rétablir  l'équivalence  entre  la  question  ana- 
lytique et  le  problème  géométrique  dont  elle  est  la  tra- 
duction, introduire  la  restriction  nouvelle  que  la  dérivée 

—  ©u  -j-  doit  être  comprise  entre  4-  i  et  —  i.  On  l'in- 
troduira très-simplement  en  regardant  x,  y  comme  des 
fonctions  de  s  assujetties  à  vérifier  l'équation 

1 — —  =  I  , 

ds'        ds^ 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  chercher  les  formes  de  ces  fonc- 
tions qui  conviennent  à  la  question  proposée.  Dans  ces 
conditions,  le  problème  de  la  surface  de  révolution  mi- 
nima  se  présente  sous  ce  uouvel  énoncé  analytique  : 

X  et  y  étant  deux  fonctions  de  s  assujetties  à  véri- 
fier r  équation 

dx^       dy^ 

d?-^u^-'=''^ 

déterminer  les  formes  de  ces  fonction^  de  telle  sorte 
que  Vintégrale  fjds  soit  un  minimum  j  et  il  se  ramène, 
par  conséquent,  à  chercher  le  minimum  absolu  de  l'in- 
tégrale 


/[• 


/  dx"-         dy 
\d?'  "*"  ds 


ds. 


A  étant  inie  fonction  de  s   inconnue  mais  invariable  de 
forme,  dont  on  disposera  pour  satisfaire  à  la  condition 


d.r^       dj' 
d?-^d?~''=''- 
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Résolu  sous  celte  forme,  le  problème  nous  ramènerait  à 
la  chaînette,  comme  dans  le  cas  où  x  était  la  variable 
indépendante. 

118.  Ces  considérations  sont  tellement  importantes, 
leur  application  se  présente  si  fréquemment,  qu'on  nous 
saura  gré  d'exposer  plus  en  détail  la  marche  à  suivre 
lorsqu'on  veut  déterminer  une  courbe  plane  jouissant  de 
quelque  propriété  de  maximum  ou  de  minimum,  en  pre- 
nant l'arc  s  pour  variable  indépendante.  Soient  x,  y  les 
coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  la  courbe, 
x' ^  x"^ .  . .  j\  y" .  .  .  les  dérivées  successives  de  x  et  de  j^ 
prises  par  rapport  à  s,  et  supposons  qu'il  s'agisse  de  déter- 
miner X  ely  en  fonctions  de  y,  de  manière  à  rendre 
maximum  ou  minimum  l'intégrale 

F{s,a:,.r',x",f,y,y')ds{*]. 

Les  fonctions  inconnues  x,j  étant  liées  entre  elles  par  la 
relation  x'^+j'^ — i=o,il  faudra  àF  (5,x,x',  j:",j,j',j") 
ajouter  le  terme  X(a:'^-|-y'^  —  i),  A  étant  une  fonction 
indéterminée  de  ^,  de  sorte  que  le  problème  reviendra  à 
chercher  le  maximum  ou  le  minimum  absolu  de  l'inté- 
iîrale 


X 


\ds. 


dans  laquelle 

V=  F{*,  X,  x',  .r",  y,y\  y")+l[x'-^-^y'-  i). 


(  *  )  Comme  le  point  à  partir  duquel  l'arc  est  compté  est  complctemcnt 
arbitraire,  on  pourrait,  sans  diminuer  la  généralité  des  formules,  faire 
i,  =  o,  5.  =.  5,  i  étant  la  longueur  entière  de  la  courbe  ;  mais  nous  conser- 
verons aux  limites  s^,  s^  leur  notation  ordinaire,  pour  que  les  formules 
perdent  moins  de  leur  symétrie. 
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Désignons  respectivement  par  P,  P,,  P^,  Q,  Q,,  Q,  les 
dérivées  partielles  de  V  prises  par  rapport  à  a:,  x' .  x", 
y ^  y' ■,)"'•,  lii  variation  de  l'intégrale  sera 

^o.c  (l oy   I 

pourvu  qu'on  comprenne  sous  le  symbole  ds,  tantôt  la 
variation  de  5i,  tantôt  celle  de  5j,  suivant  la  substitution 
qui  l'affecte  (n"'  23).  Égalée  à  zéro,  cette  variation  donne 
d'abord  les  deux  équations  indéfinies 


,\ 

( 

P  — 

ds- 

= 

o. 

'] 

1 

Q- 

'^Q.    , 

<r-q. 

= 

(Is      ' 

(h- 

O  j 

lesquelles 

jointes 

à  la 

condition 

.c'^-^y 

■  =  I 

• 

serviront  à  déterminer  les  fonctions  x.,  } ,  A. 

Lorsque  la  fonction  F  ne  renferme  pas  l'arc  5,  les 
équations  (i)  admettent  toujours  une  intégrale  première 
facile  à  obtenir.  Eu  effet,  dans  la  dérivée  totale  de  \ 

Ç-  =  ?.r'+  p,^"+  p,x"'-i-  Qj'-f-  Q,j"H-Q,y''+  ily, 

îe  dernier  terme  disparaît,  puisque  ï.  n'entre  dans  V  que 
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SOUS  forme  linéaire  et  qu'on  a 

Substituant  à  P,Q  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i), 
on  aura  donc 

^  =z  (  P,  ^"  H-  P>'  1  +  (P,  x'"  -  P:  .r') 

as  '  ' 

-^  (Q.j"+  Q'. /)  +  (Q.J'"-  Q'; / ), 

expression  qui  se  compose  de  quatre  dérivées  exactes  et 
qui  donne  par  l'intégration 

(2)     V=  ^-  +  P.^'+Q,/-t-P.x"-  ^'  y  +  Q^j"-  ^V, 

li  étant  une  constante  arbitraire. 

119.   Pour  tirer  plus  facilement  parti  des  termes  aux 
limites  de  cJS,  nous  y  remplacerons  d'abord  les  valeurs 

ci  Q  JC      do  Y 

limites  des  variations  (î a:,  dv,  —, —  ?  — ; — •>  par  les  varia- 

^        as  as        *• 

lions  des  valeurs  limites  de  x,  7,  j/,  y' .  Désignons  par 
|,  ^',  7!,  r/  les  valeurs  de  x,  a/,  j>',  j''  correspondantes  à 
Tune  ou  à  l'autre  des  extrémités  de  la  courbe,  en  sorte 
que  l'on  ait 

l=\x,       E'^jx,       r>=lf,      r/  =  lj', 

le  signe  de  substitution  devant  porter  tantôt  l'indice  5^, 
tantôt  l'indice  5,,  nous  aurons,  en  prenant  la  variation 
des  deux  membres  (n''  30), 

S^=      {Sx-\-x'Ss),      S^'=  UL^  +  x"os]. 
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11  en  résulte  qu'on  peut,  sous  le  signe  de  substitution, 
dans  les  termes   aux  limites  de  i3'S,  remplacer  dx,   ày, 

d§.T     d^r  ,  , 

—, —  •)  — -^  par  les  valeurs  suivantes  : 
as  ds     ^ 

A  «  >  >  dS X 

ox  ^=z  §  i  —  X  as .      =.  oc  —  X  à  s , 

ds 

3f=^0Ti —  r'3s,      — -^  =  Sn' — }"Ss-, 
ds 


ces  ternies  deviennent  alors 


f 


V  —  I  P,-  '-^  \.T'-[q,  —  -^  j  /-  P.^"  -Q,j"  j  Ss. 


Or,  en  vertu  de  l'équation  (2),  le  coefficient  de  es  n'est 
autre  chose  que  la  constante  A;  on  a  de  plus 

/    X-^.v  =  /  [S  S;  —  3  .c,  )  =  kS  (,ç,  —  s,), 

S2 — Si  étant  précisément  la  longueur  entière  de  la  courbe. 
Donc  les  termes  aux  limites  de  oS  prennent  la  forme  dé- 
finitive 

a(.,-.o+/^'J(p,— ^)'î2+(Q,-^yî»!+p.<^rH-Q.^r,'{. 

Nous  pouvons  dès  à  présent  et  avant  tout  faire  une 
remarque  importante.  Lorsque  la  longueur  s» —  5,  de  la 
courbe  est  déterminée,  le  terme  A(î(52  —  v,)  dispviraîi 
avec  la  variation  0  [s^  —  ^i)  (jui  est  nulle^  mais  chaque 
fois  que  la  (  ourhe  est  variable  de  longueur,  ce  terme  égalé 
;i  zéro  lournit  la  condition 

/•  =r  o , 
IV.  i<> 
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qui  réduit  l'équation  {2)  à 

120.  \  oyons  quelles  sont,  pour  quelques  restrictions 
particulièies,  les  équations  aux  limites  que  la  courbe  doit 
vérifier. 

1°  La  courbe  doit  être  menée  entre  deux  points 
fixes.  —  Les  valeurs  limites  ^,  m  de  x,  j  étant  don- 
nées, on  a  cJ^  =  o,  cî/3  =  o.  Il  est  vrai  que  la  relation 
générale  x'^-\-y''  =  1  entraine  pour  les  valeurs  limites 
dex',  y'  une  relation  pareille,  ou  ^'-+  v:'-  =  i,  d'où  il 
semble  résulter  que  les  variations  o"^',  èr,'  sont  liées 
entre  ^lles  par  la  condition 

mais  comme  on  a  déjà  tenu  compte  de  cette  dépendance 
générale  entre  od  et  y'  au  moyen  du  facteur  indéter- 
miné ^,  on  n'a  plus  à  s'en  occuper,  et  il  est  permis  de  re- 
garder dès  à  présent  0  ^',  or;'  comme  arbitraires  et  indé- 
pendants l'un  de  l'autre.  Les  termes  en  0 1',  0  v/'  de  la  va- 
riation de  l'intégrale  fourniront  par  conséquent  pour 
chacune  des  limites  les  deux  conditions 

(3)  P.  =  o,      Q,  =  o. 

2'^  La  direction  de  la  tangente  à  la  courbe  en  cha- 
cun des  deux  points  extrêmes  est  donnée,  ces  points 
restant  eux-mêmes  indéterminés.  —  On  a  d^'=:o, 
r}//  =rr  o,  taudis  quc  oi  et  ov)  sont  arbitraires.  Les  équa- 
tions à  vérifier  pour  chacune  des  limites  seront  par  con- 
séquent 

dP.  dO. 

(4,  ''■-^-  =  "'    *--^  =  "- 
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3°  Laligne  cherchée  doit  aboutira  deux  courbes  fixes . 
—  Soit  f  (JT,  j)  =  o,  réquatioii  de  rinic  de  ces  courbes 
limites,  les  coordonnées  |,  yj  de  l'exlrémilé  correspon- 
dante de  la  ligne  cherchée  seront  assujetties  à  la  restric- 
tion 

<{ui  établit  entre  leurs  variations  une  dépendance  mu- 
tuelle exprimée  par 

dl ,  di  , 

—- de -\-  —-  drt  =  O. 
d%  dri 

Les  termes  aux   limites  en  o'^  et  o/)  donnent  d'ailleurs 
pour  l'extrémité  que  Ton  considère 

ou,  en  éliminant  o'i  ou  o/;, 

^  ds  ds 

l5) 


dï  dï 

~dl  dn 

Dans  le  cas  particulier  où  la  courbe  limite  serait  une 

j     .,,,.,      df     d(  .  ,       , 

droite,  les  dérivées  —-5    — -  seraient  constantes;  déplus, 

(le       dri  ^ 

I  ç 
si  cette  droite  était  parallèle  à  Taxe  des  x^  -—  serait  nulle, 

et  l'équation  (5)  deviendrait 
-3        dV, 

P. — 7-  =  ^; 

c/.v 

elle  se  réduirait,  au  contraire,  à 

dO, 

as 

si  la  droite  était  perpendiculaire  à  Taxe  des  x. 

16. 
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On  aura  en  outre,  pour  la  limite  dont  il  s'agit, 

P,=ro,     Q,  =  o, 

chaque  fois  que  Ton  n'aura  pas  fixé  la  direction  que  la 
tangente  à  la  courbe  cherchée  doit  avoir  au  point  ex- 
trême. 

Problème  VIII. 

121 .  Trouver  la  forme  que  doit  prendre  un  corps  ho- 
mogène de  "volunie  donné,  pour  que  V attraction  quil 
exerce  sur  un  point  matériel  A,  dans  une  direction 
donnée  AX,  soit  la  plus  grande  possible. 

INous  admettous  comme  évident  :  i°  que  le  point  ma- 
tériel A  ne  peut  pas  êti'c  séparé  dii  corps,  ou  cju'il  doit 
être  pris  soit  à  la  surface  du  corps,  soit  dans  son  intérieur  ; 
2°  que  le  corps  doit  être  un  solide  de  révolution  dont 
l'axe  coïncide  avec  la  direction  AX*,  et  nous  nous  pro- 
posons de  trouver  la  génératrice  de  ce  solide. 

Prenons  le  point  A  pour  origine  et  la  direction  AX 
pour  axe  d'un  système  de  coordonnées  polaires.  Soit  di^ 
un  élément  du  volume,  u  sa  distance  à  l'origine,  0  l'angle 
que  cette  distance  fait  avec  l'axe,  cp  l'angle  dièdre  com- 
pris entre  le  plan  méridien  de  l'élément  di^  et  un  plan 
méridien  fixe.  En  supposant  l'attraction  proportionnelle 
à  la  puissance  «"""^  de  la  distance,  on  pourra  représenter 
par  iJLu"du  la  force  avec  laquelle  le  point  A  est  attiré  par 
r/p",  et  par 

df=z  f^.  «"cos6f/(' 

la  projection  de  cette  force  sur  l'axe  AX.  On  a  d'ailleurs 

f/c  T-  II?  sin  G  diid^diif, 
et  par  suite 

df=  p. «"+2  sin  9  cos9diid0d(ii. 
En  iiitégrant,  .i"  par  rapport  à  (j)  entre  o  et  27r,  2"  par 
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rapport  à  u  entre  o  et  /•,  r  étant  le  rayon  vecteur  d'un 
point  quelconque  de  la  surface  ou  de  la  génératrice  du 
solide,  3"  par  rapport  à  6  entre  o  et  ?:,  on  trouve  pour 
l'attraction  exercée  par  le  corps  entier  sur  le  point  A, 

/—.iTzi/.  I sin9  cosGr/ô, 

Jo     «  +  ^ 

cl  pour  le  volume  entier  du  corps, 

M  =  2.77    I       -^  sin  9(19. 

Cela  posé,  il  s'agit  de  déterminer  /'  en  fonction  de  6, 
de  manière  que,  p-  demeurant  constant,  J^ so'il  un  maxi- 
mum, ce  qui  revient  à  chercher  le  maximum  absolu  de 
l'intégrale 

I  ^cos9  —  c  — )sinÔ<-/ô, 

c  étant  une  constante  dont  on  disposera  pour  donner  à  \^ 
la  valeur  voulue. 

Ce  problème  se  résout  immédiatement,  et  l'équation 
de  la  génératrice  en  coordonnées  polaires  est 

OU 

(i)  /•"  cos9  =  c. 

Pour  n  =  —  I  cette  équation  représente  un  cercle 
dont  le  centre  est  sur  AX  et  dont  la  circonférence  passe 
par  A . 

Pour  n  =  —  2,  ce  qui  est  le  cas  de  l'attraction  uni- 
verselle, ré(]uation  (i)  prend  la  forme 
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Telle  est  donc  l'équation  de  la  génératrice  du  solide 
cherché,  lorsque  ratlraction  est  supposée  agir  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance.  Le  point  attiré  A  est 
situé  sur  la  génératrice,  ou  sur  la  surface  du  solide,  puis- 

qu'à  9  =±  -  correspond  r=  o.  Il  résulte  d'ailleurs  de 

la  forme  de  l'équation  (2)  que  6  ne  peut  pas  avoir  une 

valeurpositiveou  négative  plus  grande  que  ±-5  et  que  la 

courbe  se  trouve  par  conséquent  tout  entière  d'un  côté 
de  la  droite  AY  menée  par  le  point  A  perpendiculaire- 
ment à  l'axe  AX. 

122.  Pour  comparer  la  force  avec  laquelle  le  solide 
ainsi  déterminé  attire  le  point  A  à  l'attraction  exercée 
par  une  sphère  homogène  de  même  masse  sur  un  point 
placé  à  sa  surface,  il  suffit  de  calculer,  par  les  formules 
déjà  obtenues,  le  volume  v"  et  la  force  /"pour  le  solide  et 
pour  la  sphère.  Jointes  à  l'équation  (2),  ces  formules 
donnent  pour  le  solide  en  question 


~    i5 

L  équation  en  coordonnées  polaires  d'une  sphère  de 
rayon  a^,  rapportée  à  un  point  de  la  surface  comme  ori- 
gine, étant 

r  =:^  1  Oo  ces  6  , 

on  trouve  de  même  pour  son  volume  p-o  et  pour  1  attrac- 
tion fo  qu'elle  exerce 

4  ^  "  "  /• 4  "^  ""  f* 

Les  doux  corps  devant  avoir  le  même  volume,   OJi  a 
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if  z=z  U(f^  et  par  suite 


25 


d'où  il  résulte 


^  =  7-=^  =  1,020. 

/o  v/25 


L'attraction  exercée  par  une  masse  homogène  sphé- 
rique  sur  un  point  de  sa  surface  est  donc  à  la  plus  grande 
attraction  que  cette  même  masse,  convenablement  mou- 
lée et  orientée,  pourrait  exercer  sur  le  même  point,  comme 
V  25  est  à  3,  ou  à  peu  près  comme  38  à  39.  Ce  résultat 
a  été  indiqué  d'abord  par  Gauss. 

Problème  IX. 

Ii23.  Tromper  une  courbe  lelle ,  que  Vaire  comprise 
entre  la  courbe  elle-même,  sa  développée  et  ses  deux 
rayons  de  courbure  extrêmes  soit  un  minimum. 

Soient  s  l'arc  et  p  le  rayon  de  courbure  ;  l'aii-e  comprise 
entre  la  courbe,  sa  développée  et  deux  rayons  de  courbure 

s'exprimera  par  -  f  pds.  Prenons  l'arc  s  pour  variable  in- 
dépendante, les  coordonnées  a:,  y  pour  des  fonctions  à 
déterminer,  et  désignons  par  x',  x" , .  .  .'^y^j", .  .  . ,  leurs 
dérivées  successives  relatives  à  s,  ces  fonctions  seront 
liées  entre  elles  par  la  condition 


et  le  problème  se  réduira  à  chercher  le  minimum  absolu 
de  l'intégrale 


-b' 


f 


À  étant  une  fonction  de  .v,  inconnue,   mais  invariablcM.e 


248  CALCUL    DES     VARIATIONS. 

forme.  On  peut  i'ei,'arder  p  comme  une  fonction  explicite 
de  x",  y,  puisqu'on  a 


ce  qui  donne 


dx"  '        '       dr 


^^X'\  — ^   z=  —  p^j". 


Cela  posé,  en  conservant  les  notations  du  n"  418.  ou 
trouve 


V: 


p    —  o^^'  p    _  "^^    ^P 

i^i   —  2  A  Z   ,        V  ;  =   — — -   0   X    , 

«p  dx  ' 


d\-    drj 


fl  û  dy 


Puisque  P  et  Q  sont  nuls,  les  équations  indéfinies  de- 
viennent 


ou 


,-  ^■"  ~  a, 
ts 


t   2.1x'  -+-  p^x'"  H-  3p-  - 

<' 

/  2)y  H-  p\r"'  -\^3p'  -^y  =  b, 


a  et  b  étant  deux  constantes  arbitraires.  Ces  équations 
jointes  à 

x'=-f-j'=  =  I, 

doivent  servir  à  déterminer  x,j\  /.. 

Kappelons-nouh  d'abord  les  relations  générales  faciles 
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à  déduire 

.r'.?;"  -h  y' y"  =  o, 


-."  ■.'"  _L_  .."  ^"'   —  '      ^P  • 

,''-■'  as 
remarquons  aussi  que  les  éi[uations 

x'-^  -Jry'-'  —  i ,     x'x"  +y' y"  =  o 


donnent 


il  -  -r!  -  -I-  i 


le  signe  supérieur  ou  inférieur  ayant  lieu  suivant  que  le 
rayon  p  du  cercle  osculateur  fait  vin  angle  aigii  ou  obtus 
avec  les  r  positifs. 

Cela  posé,  en  éliminant  X  entre  les  équations  (i),  on 
trouve 

p3  {yx'"  _  .t'y'")  -'r'if  —  (/'•«"  —  x'y"  )  =  «j'  —  ^''•^■'5 

équation  qui  s  intègre  sur-le-champ,  et  donne 

r-^{r' x"  —  x'y")  z=  ay  —  bx  -\-  c, 
ou  bien 

(2)  p'  =  «V  —  bx  -\-  c, 

en  supposant  que  la  courbe  tourne  sa  concavité  en  bas, 
ou  vers  les  y  négatifs. 

Les  mêmes  équations  (i),   multipliées  respectivement 
par  x'\j",  et  ajoutées,  donnent  d'ailleurs 

p'{x"x"'  +y"y"')  -H  3p'  '^-^  (x"'  -f-  )'")=  ax"  ~  by" , 


ou 


'!^  =  nx"  H-  by\ 

Ils 
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et  en  intégrant, 

(3)  2&  —  ax'  —  hy'  z=z  L. 

k  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

124.  Chacune  des  équations  (2)  et  (3)  peut  représen- 
ter la  courbe  cherchée.  Pour  déterminer  les  constantes 
qu'elles  renferment,  il  faut  faire  intervenir  les  termes 
aux  limites  de  la  variation  de  l'intégrale.  Si  Ton  appelle 
indistinctement  |,  y],  |',  n'  les  valeurs  de  x,  y,  x',  y' 
correspondantes  à  l'une  ou  l'autre  des  extrémités  de  la 
courbe,  ces  termes  peuvent  s'écrire 

ou,  en  ayant  égard  aux  équations  (i),  (3), 

k^{s,  _  ,,,)  -t-  /  '  ;  ,,0^;  +  hor,  —  !^-^{x"Sç'  -i-y'ôr,')[. 

Comme  la  longueur  ^2 — i'i  de  la  courbe  n'a  pas  été 
fixée  à  priori,  la  variation  d [s^  — s^)  reste  arbitraire,  et 
son  coefficient  A'  doit  être  nul,  ce  qvii  réduit  l'équa- 
tion (3)  à 

(4)  1  p  =  ax' -\- bj' . 

Telle  est  donc  l'équaiion  générale  de  la  courbe.  Voyons 
ce  qu'elle  devient  dans  des  cas  yiarticuliers. 

i"  Lorsqu'un  des  points  extrêmes  de  la  courbe  est  en- 
tièrement indéterminé,  que  l'on  ait  fixé  ou  non  la  diiec- 
lion  de  la  tangente  en  ce  point,  les  variations  5^,  o-n  de  ses 
coordonnées  restent  arbitraires,  et  leurs  coefficients  éga- 
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lés  à  zéro  dans  les  termes  aux  limites  donnent 

«  =  G ,        b  z=zO. 

L'équation  (4)  de  la  courbe  se  réduit,  par  conséquent,  à 
p  :^  o,  équation  impossible  qui  avertit  que  dans  ce  cas 
il  n'y  a  point  de  minimum. 

1^  Supposons  que  les  points  extrêmes  A,  B  de  la 
courbe  soient  donnés.  On  a  ô'^=o,  les  variations  o^',  ^r' 
restant  arbitraires  [n°  120, i°):  leurs  coefficients  égalés 
à  zéro  donnent  pour  les  deux  limites 

f-x"  =  O,       p'j"  =  O,       oïl       p^x'  =  G,       r.^y'  =  O, 

puisque  px"  '=j'-i  pj"  =  —  oi-'.  Or  x'  et  j'  ne  peuvent 
pas  être  nuls  en  même  temps,  puisque  la  somme  de  leurs 
carrés  est  égale  à  l'unité,  il  faut  donc  que  p  s'évanouisse 
aux  deux  points  extrêmes,  ou  que  l'on  ait 

ay\  —  b.r,  -|-  c  =  o,      aj2  —  bx.  -+-  r  =r  o, 

Xi,  ji,  Xa ,  yo  étant  les  coordonnées  des  points  A,  B. 
Prenons  la  droite  AB  pour  axe  des  x-,  les  coordonnées 
Jii  J'i  seront  nulles  et  les  équations  aux  limites,  devenues 
bxi  =  c,  bx^  =  c,  donneront  b [x^  —  x^)  =o,  ou  Z?  =  o, 
et  par  suite  c  =  o.  Les  équations  de  la  courbe  (2)  et  (4) 
se  réduisent  alors  à 

p-  =  ay,      2  p  =  (7.7,-' , 

et  1  on  en  tire  successivement 


4  ^y^ 


dx-  H-  dj- 


.^±./>y- 


./,r---—       ^-^ 


^r 


11  est  facile  de  reconnaître  tlans  cette  dernière  équation 
1  é([uation  d  une  lycloïde  engendrée   par   un    cercle    de 
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rayon  -  qui  roule  sur  l'axe  des  x.  Comme,  en  oulre,  les 

extrémités  de  l'arc  se  trouvent  sur  ce  même  axe,  on  serait 
tenté  d'en  conclure  que  la  courbe  cherchée  est  une  bran- 
che de  cycloïde  complète,  tracée  entre  les  deux  points 
donnés  A  et  B.  C'est  du  moins  le  résultat  auquel  on  s'ar- 
rête ordinairement. 

On  ne  peut  pas  se  dissimuler  cependant  que  cette  con- 
clusion renferme  quelque  chose  d'arbitraire,  et  qu'au 
fond  rien  ne  prouve  que  la  courbe  doive  se  composer 
plutôt  d'une  seule  que  d'un  nombre  quelconque  de  cy- 
cloïdes.  En  supposant  que  l'on  construise  entre  A  et  B 
{fig.  5)  i ,  2,  3, .  ■ . ,  «  branches  de  cycloïde  égales  et  con- 

Fig.  5. 


sécutives,  on  trouve  pour  l'aire  comprise  entre  la  courbe, 
sa  développée  et  ses  deux  rayons  de  courbure  extrêmes., 

ou  pour  l'intégrale  -  f  pds^  des  valeurs  proportionnelles 

à   I,   -5  -Tzi-  ■  •■,  -\  en  sorte  crue  l'intégrale  diminue  indé- 

liniment  et  tend  vers  zéro,  à  mesure  que  les  cycloïdes  se 
multiplient  et  tendent  à  se  confondre  avec  la  droite  AB. 
11  parait  donc  que  la  droite  AB  considérée  comme  la  li- 
mite d'une  infinité  de  cycloïdes,  est  une  espèce  de  solu- 
tion singulière  du  problème,  et  que  la  cycloïde  unique 
ACB  ne  donne  un  minimum  qu'autant  que  l'on  assujettit 
la  courbe  cherchée  à  ne  pas  avoir  de  point  de  rebrousse- 
ment  entre  A  et  !î. 

3"  Consi(l(''ions  encore  h;  cas  où  les   exliéniilcs  A,  B 
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doivontse  trouver  sur  deux  courbes  données.  Les  varia- 
lious  J?',  6W  étant  arbitraires,  on  a  d'abord,  comme  dans 
le  cas  précédent , 

«T,   bXi  H-  C  ^::  O  ,         (ly- bXi  -4-  C  :=:  O  , 

ou 

X.i  —  X,  Ji—Jx 


équation  qui  exprime  que  la  droite  AB  fait  avec  les  axes 
des  a;  et  des  j  des  angles  dont  les  cosinus  sont  propor- 
tionnels à  a,  b.  Les  termes  aux  limites  fournissent  en 
outre  pour  cliacun  des  points  A,  B  la  coîiditio]! 

Or,  puisque  le  point  ^,  y;  ne  peut  varier  que  suivant  la 
courbe  limite,  J^,  d-n  sont  évidemment  proportionnels 
aux  cosinus  des  angles  que  la  tangente  à  la  courbe  limite 
lait  avec  les  axes  des  coordonnées.  La  dernière  équation, 
jointe  à  la  piécédente,  exprime  donc  que  la  droite  AB  est 
normale  à  chacune  des  courbes  limites,  ou  que  c'est  la 
distance  la  plus  courte  entre  ces  courbes.  Après  avoir  dé- 
terminé par  cette  condition  les  deux  points  limites  A,  B, 
on  aura  la  courbe  cherchée,  en  les  unissant  par  une  bran- 
che de  cycloïde  complète. 

Pr.OBLÈMK    X. 

125.  Trouver  la  cçitrbe  qui  a  le  plus  grand  ou  le  plus 
petit  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  point  donné. 

Prenons  le  point  donné  pour  origine  des  coordonnées 
et  l'arc  s  pour  variable  indépendante,  le  moment  d'inertie 
de  la  courbe  sera  exprimé  par  J  {x-  -t-  y^)ds,  les  fonc- 
tions X  et  j  étant  liées  entre  elles  par  la  condition 
x'* -)->''*  ^  I  ;  le  problème  revient  donc  à  clierdicr  le 
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maximum  ou  le  minimum  absolu  de  Tinlégrale 


f"  i  -■ 


_i_^-^4-x(^'^-4-y=—  i)\ds, 


dans  laquelle  ).  est  une  fonction  de  s  de  forme  inconnue, 
mais  invariable. 
On  a 

V==  X'  +  r'  +À  (x'M- j"—  i), 

P:=2X,        P,=  2Xa',        Q  =  2 J  ,        Qi=2).;y', 

el  les  équations  de  la  courbe  P — -'  =  o,      Q — ^  =  0 

deviennent 

[    X  À'  x'  A  Jc"  =:  O  , 

(0  ' 

{  y  —  ^  y  —  ^y  =0, 

auxquelles  il  faut  joindre 

x'-  4-  j''  =   I  . 

Si  l'on  retranche  l'une  de  l'autre  les  équations  (i),  mul- 
tipliées la  première  par  7  ,,  la  seconde  par  x,  on  trouve 

a'  [xj'  —  x'j)  -{-  'a  [xy"  ■ —  x" y)  =  o  , 
et  en  intégrant, 

(2)  'K{xy:'  —  x'y)  =  c. 

Les  mêmes  équations   (1),  multipliées  respectivement 
par  x' ^  y\  donnent  d'ailleurs 

xx'  H-  y\'  —  >'  =  0 , 
d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

(3)  ,r^^  y'~-2l  =  o. 
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Éliminant  X  entre  les  éqnalions  (a)  et  {?>),  on  trouve 

(4)  {x--rr-—f'-)  (.r/— .r'j)  =z2r;, 

équation  générale  de  la  coui'Le  cherchée.  Il  paraît  diffi- 
cile de  l'intégrer  sans  déterminer  d'abord  les  constantes 
c  et  A,  mais  elle  conduit  à  une  relation  remarquable 
entie  le  rayon  de  courbure  p  et  le  rayon  vecteur  r.  En 
effet,  quand  on  élimine  )/  entre  les  équations  (i),  il 
vient 

ou  prendra  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur,  sui- 
vant que  le  rayon  de  courbure  fera  un  angle  aigu  ou 
obtus  avec  les  j  positifs  (n"  123).  En  reportant  cette  va- 
leur dans  l'équation  (2),  on  trouve 

formule  qui  montre  que  la  constante  c  doit  être  positive 
ou  négative,  suivant  que  la  courbe  tourne  sa  convexité  en 
haut  ou  en  bas.  L'élimination  de  A  entre  cette  formule 
cl  l'équation  (3)  donne  enfin 

(  5  )  0  =  _i_  —  —    - 


4c  4c 

Ainsi  le  rayon  de  courbure  p  est  une  fonction  algébrique 
du  quatrième  degré  du  rayon  vecteur  /•. 

120.  Avant  de  discuter  les  conditions  aux  limites  (pie 
la  courbe  doii  remplir  dans  les  divers  cas  particuliers,  rc- 
niarcpions  que  si  l'on  appelle  ^,  yi  les  coordonnées  de 
l'une  ou  de  l'autre  des  extrémités  de  la  courbe,  on  verra 
les  ternies  aux  limites  de  la  variation  JS  se  réduire  à 

A  3  {.s, -s,)-}-       (P,.î?-(-  Q,(j\,). 
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Cela  posé,  admettons  d'abord  que  la  longueur  de  la 
courbe  soit  donnée.  Le  terme  ko  [s^  —  Si)  disparaîtra 
avec  la  variation  a  (5, —  s.^)  sans  détermination  aucune 
de  la  constante  k.  Si  l'on  suppose  en  outre  que  Tune  des 
extrémités  soit  fixe  et  l'autre  mobile,  les  coordonnées  de 
la  seconde  extrémité  devront  satisfaire  aux  conditions 
P,  =  o,  Q,  =  o.  ou 

aj:' =  o,      >.j>'=o, 

et  comme  ^d ^ y'  ne  peuvent  pas  ètix  nuls  à  la  fois,  il  eu 
résulte  que  la  fonction  /  doit  s'évanouir  à  la  limite  dont 
il  s'agit,  ce  qui  détermine  la  constante  c,  car  1  équation  (2) 
exige  alors  qu'on  ait  c  =  o.  Par  suite,  1  équation  (4)  de 
la  courbe  devient 

xy'  —  r'j-  =  o , 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

r  =  ax , 

équation  d  une  droite  passant  par  Torigine.  Il  est  d'ail- 
leurs facile  de  comprendre,  indépendamment  de  toute 
démonstration,  que  cette  droite  donne  le  minimum  ou  le 
maximum,  suivant  qu'elle  se  dirige  du  point  fixe  vers  le 
centre  des  coordonnées  ou  en  sens  opposé. 

127.  Considérons  en  second  lieu  le  cas  où  1  on  se  pro- 
pose seulement  de  mener  entre  deux  points  donnés  une 
courbe  telle,  que  son  moment  d'inertie  soit  minimum, 
sans  déterminer  d'avance  la  longueur  de  la  courbe.  La 
variation  0  (.v,  —  v,  )  étant  arbitraire,  on  aura  A  :=  o,  ce 
qui  fait  prendre  à  l'équation  (5)  la  forme 

La  courbe  jouit  donc  de  cette  propriété  que  son  rayon  de 
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courbure  est  proportionnel  à  la  quatrième  puissance  du 
rayon  vecteur. 

Ajoutons   que   l'équation  différentielle  de    la  courbe 
sera 

xdy  —  ydx 

ou,  en  coordonnées  polaires, 


,-) ==..r, 


"xcdr 

dO=±: 


il  paraît  difficile  d^en  tirer  quelque  résultai  simple. 
Problème  XL 

128.  Trouver  la  position  (ï équilibre  d un  jil  fie xihle 
et  inextensible  dont  les  extrémités  sont  attachées  à 
deux  points  fixes. 

On  sait,  par  les  éléments  de  la  mécanique,  que  le  fil 
ne  peut  être  en  équilibre  qu'autant  que  son  centre  de 
gravité  se  trouve  le  plus  bas  possible. 

Admettons  d'abord  que  la  densité  du  fil  varie  d'un 
point  à  l'autre,  et  désignons  par  ]x  la  masse  d'une  unité 
de  longueur  du  fil",  }x  sera  une  certaine  fonction  de  l'arc  s. 
En  supposant  l'axe  des  y  vertical  et  opposé  à  la  direction 
de  la  pesanteur,  on  trouve  pour  la  coordonnée  verticale 
du  centre  de  gravité  du  fil  l'expression 

Jj^yds 

J  y-'^" 

telle  est  la  quantité  qu'il  s'agit  de  rendre  minimum,  tan- 
dis que  la  longueur  du  fil  et,  par  conséquent,  sa  masse 
entière  ffJ-ds  doivent  rester  constantes.  Donc,  si  l'on 
prend  l'arc  s  pour  variable  indépendante,  les  conditions 
du  problème  seront 

J'^ydsT=L.  min.,       f  ['■ds  -,--  consl.,      ,r'-' +  ^''=  i, 
IV.  17 
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et  la  question  se  réduira  à  chercher  le  minimum  absohi 
de  l'intéfijrale 


£ 


Jp.(j+c;-f-M.r"  + j'^-l)j./^, 


c  étant  une   constante  et  X   une  fonction  indéterminée 
de  s. 

Cela  posé,  on  a 

V  =  P-  (  J  +  <^)  +  A  {--r''  +  J'"  —  I  ) , 
P  =  o,      P,  =  2/0:',      Q=p,      Q,  =  ?.>j'; 

et  les  équations  indennies  P —  =  o,  (J  —  — —  =  o 

'■  as  as 

deviennent 

d.lx' 


fis 
(l.iy 


=  o, 


p. 


ds 

En  intégraïit  et  faisant,  pour  abréger, 

M—  f\Lds, 
ou  trouve 

[    2AJ    —  M  H-  6, 

a  et  b  étant  des  constantes  arbitraires.  Elevées  au  carié 
et  ajoutées,  les  équations  (i)  donnent 

:f.\  —  ±\j'a'  -^  (M  +  by, 
et,  par  suite,  en  éliminant  aA, 

"•ï"  =  it  — — =:=^==  5 


dy  =r  _j_ 
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Lorsque  la  loiuliou  u.  est  connue,  on  peut  intégrer  ces 
équations,  et  obtenir  a:,  j  exprimées  en  fonctions  de  s. 
En  éliminant  s  on  aura  ensuite  l'équation  de  la  courbe 
cherchée. 

129.  Maison  peut  renveiser  la  question  et  demander 
quelle  doit  être  la  loi  de  densité,  ou  la  fonction  /j.,  pour 
que  le  fil  se  dispose  suivant  une  courbe  déterminée.  En 
divisant  1  une  par  l'autre  les  équations  (2),  on  trouve 

tix 
et  en  différentiant  par  rapport  à  s 

dU  \  dx  I 

a 


ds  '  ds 

L'équation  de  la  courbe  étant  donnée,  on  peut  exprimer 
le  second  membre  en  fonction  de  s,  et  déduire  ainsi  la 
forme  de  la  fonction  w.  Si  Ton  demande,  par  exemple, 
que  la  courbe  soit  un  arc  de  cercle  de  ravon  r.  on  aura 

dy  s 

—  =  tang-- 
flx  r 

l'arc  s  étant  compté  à  partir  du  point  le  ]>lus  bas,  et,  par 
conséquent. 


Telle  doit  être  la  loi  de  densité  du  fil,  pour  que,  dans  son 
état  déquilibrc,  il  alfecte  un  arc  de  cercle. 

130.  Supposons  maintenant  qu(;  la  densité  soit  con- 
stante. Si  l'on  lait  u.  =  i^  on  aura  M  =  .v  ;  substituant 
cette    \al(!ur    dans    les    équations    (i)    cl    intégrant,   on 
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t  roi)  Vf 

.r  — 
J  — 

h 
h 

=..1^ 

4-^ 

^  ^)-' 

=  ^.7^ 

+  (^ 

-+-  ^f , 

et,  en 

éliminant 

s-^h. 

1 

J 

— 

2 

/   - 

-h                        X- 

-  \ 

V 

"    -he 

La  courbe  est  donc,  dans  ce  cas,  une  chaînette.  Les 
trois  constantes  que  renferme  son  équation,  se  détermi- 
nent par  la  condition  que  la  courbe  passe  par  les  deux 
points  fixes,  et  qu'elle  ait  entre  ces  points  une  longueur 
donnée. 

Si  les  extrémités  du  fil,  au  lieu  d'être  attachées  à  deux 
points  fixes,  comme  nous  l'avons  supposé  jusqu'ici, 
pouvaient  glisser  sur  deux  courbes  données,  on  trouve- 
rait facilement,  en  examinant  les  termes  aux  limites  de 
l'intégrale  proposée,  que  l'équilibre  n'aurait  lieu  qu'au- 
tant que  les  extrémités  du  fil  seraient  normales  aux 
courbes  limites.  Ce  résultat  subsiste  quelle  que  soit  la 
loi  de  densité  dans  le  fil. 


r.ouRBKS  r)\>s   l  espace. 


ONZIÈME  LEÇON. 


Recherche  de  courbes  dans  l'espace;  cas  où  l'on  prend  l'arc  pour  variable 
indépendante.  —  Ligne  la  plus  courte  sur  une  surface  donnée.  —  Ligne 
la  plus  courte  de  courbure  constante. 


431.  Lorsqu'il  s'agit  d'appliquer  le  calcul  des  varia- 
lions  à  la  recherche  d'une  courbe  dans  l'espace,  rappor- 
tée à  un  système  de  coordonnées  rectilignes  et  rectangu- 
laires JC^j.,  Zy  on  peut  regarder  deux  quelconques  de  ses 
coordonnées,  par  exemple  j^  et  z,  comme  fonctions  incon- 
nues de  la  troisième  X.  Mais  il  est  souvent  plus  commode, 
et  toujours  plus  élégant,  de  prendre  l'arc  s  pour  variable 
indépendante,  en  considérant  a:,  j',  z  comme  trois  fonc- 
tions à  déterminer,  et  liées  entre  elles  par  l'équation  dif- 
férentielle 

dx-  -+-  dy''  H-  dz-  =  ds-, 

dont  ou  tiendra  compte  au  moyen  d'un  facteur  indéter- 
miné, fonction  de  s  (n"  49).  La  marche  à  suivre  dans 
la  recherche  des  courbes  planes,  lorsqu  on  prend  l'arc  s 
pour  variable  indépendante,  exposée  dans  la  leçon  précé- 
dente, s'étend  d'elle-même  au  cas  de  tourbes  dans  l'es- 
pace, et  il  suffira  de  donner  ici  un  aperçu  succinct  des 
formules  relatives  à  ce  cas  plus  général. 

Soient  x,  )',  z  les  coordonnées  rectilignes  d'un  point 
quelconque  d'une  couibe  dans  l'espace,  a/,  ocf' , .  .  . ,  y\ 
y" ^ .  .  . ,  z! y  z" , .  .  .  leurs  dérivées  successives,  prises  par 
rapport  à  l'arc  5,  et  supposons  qu'il  s'agisse  de  déterniiiicr 
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la  forme  que  doit  avoir  la  courbe  pour  que  l'intégrale 

I       F(^,  X,  x',  x\  j,  y,  y,    z,   z',   z")ds 

devienne  maximum  ou  minimum.  Les  fonctions  incon- 
nues x^j,  z  étant  liées  entre  elles  par  la  condition 

si  l'on  fait 

V  =r  F  +  /  [x"  H-   r'-  +  z'^-—  l), 

/  étant  une  fonction  indéterminée  de  5,  le  problème  re- 
viendra à  chercher  le  maximvim  ou  le  minimum  absolu 
de  l'intégrale 


r 


s=  \     yds. 

Désignons  respectivement  par  P,  Pj,  P,,  Q,  Qi,  Q^, 
R,  Ri,R2  les  dérivées  partielles  de  V  relatives  à  x,  .x',  j/', 
r,  y ^  y" -,  z,  z',  z" ^  nous  aurons,  pour  déterminer  les 
formes  générales  des  fonctions  x,  7',  z,  X,  les  équations 
indéfinies 


d  p,         r/=  P , 

P                    1 

=  0  , 

ds           ds- 

^         ds            ds' 

=  0, 

r/R,      ./^R= 

=  0, 

^          ds      '       r/5^ 

auxquelles  il  faul  joindre 

Dans  tous  les  cas  où  la  fonction  F,  dans  l'intégrale 
proposée,  ne  renferme  pas  explicitement  l'arc  .v,  mais 
seulement  les  coordonnéos  r,  >,  z  avec  leurs  dérivées. 
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les  équations  (i)  admettent  une  première  intégrale  facile 
à  obtenir.  En  eflet,  puisque  non-seulement  la  dérivée 
partielle  de  F  relative  à  5,  mais  aussi  celle  de  V  par  rap- 
port à  A,  ou  x'~-i-j'"-i-z'-  —  I,  sont  nulles,  la  dérivée 
totale  de  V  se  réduit  à 

-—  =  P:c'  +  P,  ^"  +  P,  x'" 
as 

+  R:;'+  R,  z"-^R,3"'. 

Si  Ton  y  substitue  les  valeurs  de  P,  Q,  R,  tirées  de 
l'équation  (i),  le  second  membre  deviendra  une  dérivée 
exacte,  et  il  viendra,  en  intégrant, 

l   V=/  -(-P,x'+Q,j'  +  R,3' 

(  as  as  as 

■  132,  La  considération  des  ternies  aux  limites  de  la 
variation  oS  conduit  irès-facilement  aux  conditions  que 
doivent  remplir  les  extrémités  de  la  courbe.  En  appelant 
indistinctement  ^,  y;,  (^,  ^',  r! ^  t,'  les  valeurs  de  x^  y^  z, 
^' -ij'^  z\  correspondantes  à  l'une  ou  à  l'autre  des  limites 
de  l'intégrale,  et  supposant  toujours  que  F  ne  renferme 
pas  explicitement  l'arc  .v,  on  verra  ces  termes  se  réduire  à 

/,S{s,  —  s,) 


l 


et  l'on  en  conclura  tout  d'abord  que  la  constante  /:  devra 
être  nulle  toutes  les  fois  que  la  longueur  .v^  —  s^  de  l'arc 
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ne  sera  pas  déterraiuée  à  priori.  Examinons  maintenant 
les  deux  hypothèses  suivantes  : 

1°  Les  points  extrêmes  de  la  courbe  sont  fixes.  —  On 
a  ^^  ^  o,  ^Ti  =  o,  5^  =  o,  tandis  qu'il  est  permis  de 
regarder  les  variations  ^^',  d-n',  B^'  comme  arbitraires  et 
indépendantes  les  unes  des  autres,  puisqu'on  a  déjà  tenu 
compte,  au  moyen  du  facteur  1,  de  la  liaison  qui  existe 
entre  x',  y\  z',  et,  par  suite,  entre  les  valeurs  limites  ^', 
y?',  ^'  de  ces  dérivées;  on  en  conclura  que  les  trois  équa- 
tions 

P,  —  o ,       Q,  =  o  ,        R,  ::=  o 

doivent  avoir  lieu    pour  chacune  des   extrémités  de  la 
courbe. 

2^  Les  points  extrêmes  sont  seulement  assujettis  à 
rester  sur  deux  surfaces  données.  —  Soit 

f  (?,   ^,   Ç    =  <J 

l'équation  de  l'une  de  ces  surfaces,  les  variations  0^,  (J>7, 
â^  seront  liées  entre  elles  par  la  relation 

d(  df  df 

les  termes  aux  limites  fournissent  d'ailleurs  la  condition 


^\..^/n„^\  .._./«       y^R 


cls 


P'  -  tt:^  H^  +    Q.  -  -^  ^^'^  +  l  ï^.-  -TT  n ?  --  o- 


VQ'-l^j-^^^'--^; 


Éliminant  l'une  des  variations  d'E^  0/5,  0(^,  et  égalant  à 
zéro  les  coefficients  des  deux  autres,  il  vient 

,,.1Ii    Q,_:L<è    R,_i^ 

as  as  ((s 

d\  TFr,  dl 


COURBES    DAK5    L  ESPACE.  205 

Telles  sont  les  équations  que  doivent  vérifier  les  coor- 
données de  rextréniité  que  l'on  considère. 

Les  directions  des  tangentes  extrêmes,  ou  les  valeurs 
de  ^',  x;',  ^',  n'étant  pas  données,  on  aura  en  outre,  comme 
dans  le  cas  précédent,  les  trois  équations 

P,  —  G,     Q,  =  o,     R.  =  o 

pour  chacune  des  limites. 

133.  Pour  ne  pas  être  obligé  d'interrompre  la  discus- 
sion des  problèmes  qui  vont  suivre,  nous  croyons  utile  de 
rappeler  ici  quelques  formules  relatives  à  la  théorie  des 
courbes  dans  l'espace  et  d'expliquer  le  sens  que  nous 
attachons  à  certaines  expressions.  Considérons  trois 
droites  A,  B,  C,  prises  chacune  dans  une  direction  déter- 
minée et  faisant  avec  les  axes  desx,j^,  z,  des  angles  dont 
les  cosinus  .sont  :  pour  la  première  droite  «,  a\  a",  pour 
la  seconde  b^  b',  b",  pour  la  troisième  c,  c',  c" :  admet- 
tons que  la  troisième  droite  C  soit  perpendiculaire  aux 
deux  autres  A  et  B,  lesquelles  comprennejit  entre  elles  un 
angle  quelconque  0,  on  aura 

(ib  -+-  a    b'  +  a"  b"  —  fOSÔ, 
ac  -H  a'  c'  -h  a"  c"  =  o , 
bc -i^  b' c' -\-  b"  c"  =o,   ' 

et,  en  éliminant  tour  à  tour  c,  c',  c", 

a' b"  —  a"  b'         a"  b  —  ab"         ub' — a' b 

3        — — =zil  sin  0. 

c  c  c 

Les  cas  où  il  faut  prendre  1  un  ou  l'autre  des  deux  signes 
du  dernier  membre  se  distinguent  de  la  manière  suivante  : 
concevons  que  par  un  point  cjuclcoïKjue  on  mène  trois 
droites  A',  W  C  parallèles  à  A,  B,  (',  ces  droites  pour- 
ront être  considérées  comme  les  aiêies  d'un  anele  irièdrc 
dans  lc(|u<'l  deux  des  ;i!u;les  plans  sont  droits,  et  le   trol- 
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sième  égal  à  Ô5  de  même  on  peut  i^egarder  les  axes  positifs 
des  coordonnées  x^  y^  z,  comme  les  arêtes  d'un  second 
angle  ti  ièdre,  dans  lequel  chacun  des  trois  angles  plans 
est  un  angle  droit.  Cela  posé,  deux  cas  sont  possibles  : 
les  arêtes  A',  B',  C  du  premier  angle  trièdre  se  suivent 
dans  le  même  ordre  que  les  axes  desx,y,  2,  arêtes  du 
second  angle  trièdre,  ou  elles  se  suivent  dans  l'ordre 
inverse;  en  d'autres  termes,  si  l'on  applique  C  sur  l'axe 
des  z,  B'  sur  l'axe  dos  r,  la  droite  A'  pourra  se  trouver 
du  même  côté  du  plan  jz  que  Taxe  des  x  ou  du  côté 
opposé,  de  sorte  qu'en  faisant  l'angle  9  égal  à  90°,  les 
droites  A',  B',  C  se  superposeront  dans  le  premier  cas 
aux  axes  des  x,j,  .2,  tandis  que  dans  le  second  cas  la  su- 
perposition n'aura  pas  lieu.  Le  signe  supérieur,  dans  le 
dernier  membre  de  la  formule  (3),  correspond  au  premier 
cas,  le  signe  inférieur  au  second. 

Nous  dirons,  pour  faciliter  le  langage,  que  la  succes- 
sion des  droites  A,  B,  C  est  directe  dans  le  premier  cas, 
inverse  dans  le  second. 

Si  les  quantités  «,  a',  a" ,  h^  Z>',  h" .  c,  c',  c"  étaient 
seulement  proportionnelles  aux  cosinus  des  angles  que 
les  droites  A,  B,  C  font  avec  les  axes  des  x,  y,  2,  et 
qu'en  outre  chacune  de  ces  quantités  eût  le  même  signe 
que  le  cosinus  qui  lui  correspond,  on  aurait  encore 

a' b"  —  a"  b'        a" b — nb"         ab'  —  a'b 


et  chacune  de  ces  fractions  serait  é£;ale  à 


liy^a^^^a'--][b-^^b-- 
y  c''  -\-  c'-  -+-  c"- 


-f-  6"= 


on  prendrait  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur,  sui- 
vant que  la  succession  des  droites  A,  B,  C  serait  directe 
ou  inverse. 
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13i.  On  déduirait  très-simplement  de  ces  foimiilcs 
toute  la  théorie  des  courbes  à  double  courbure;  mais 
nous  ne  rappellerons  ici  que  quelques  théorèmes  fonda- 
mentaux. Soient  X,  •)',  z  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque P  de  la  coui'be,  les  cosinus  des  angles  que  la  tan- 
gente T  à  la  courbe  fait  avec  les  axes  des  x,  j  ,  z,  seront 
proportionnels  aux  différentielles 

dx  ,      df  ,      dz  ; 
de  même,  quelle  que  soit  la  variable  indépendante, 

d.T  -j-  d'^ X ,      dy  4-  d'y ,      dz  4-  .'/-  z 

seront  proportionnels  aux  cosinus  qui  déterminent  la  di- 
rection de  la  tangente  T'  en  un  point  P'  infiniment  voisin 
de  P.  Donc,  si  l'on  appelle  do^  l'angle  de  contingence  ou 
l'angle  aigu  compris  entre  les  deux  tangentes  consécutives 
T,  T',  et  X,  Y,  Z  les  cosinus  des  angles  que  la  droite  O, 
perpendiculaire  aux  deux  tangentes,  et  par  conséquent 
au  plan  osculateur  de  la  courbe,  fait  avec  les  axes  des 
oc, y,  z,  on  aura 

dy  d'- z  —  dzd''y       dzd'^x  —  dxd-  z        d.rd-y  —  dyd- x       dw 
"Xd?  ~  Y^^^  ~  "         Zd?  ~  ~ds' 

poui'vu  que  la  dioite  O  soit  prise  dans  une  direction  telle, 

(juela  succession  des  droites  T.  T',  O  soit  directe.  Oi"— r 

étant  évidemment  réciproque  au  rayon  de  courbure  p  ,  si 
l'on  prend  l'arc  s  pour  variable  indépendante,  il  viendra 

y'z"  —  z'j"        z'x"—x'z"       x'r"~-Y'x"        I 

(4^  ' — X — r — Y — ^^-^ — -p- 

l'f)\ii   tiMuv<'r  1.1   diMi  lion  du  imvom  du  fombuic  o,  ou 
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les  angles  a,  jS,  y  que  ce  rayon  fait  avec  les  axes  des  coor- 
données, nous  feions  remarquer  que  p  est  à  la  fois  per- 
pendiculaire à  la  tangente  T  et  à  la  normale  O,  et  que, 
en  vertu  de  ce  que  nous  avons  déjà  admis,  la  succession 
des  droites  O,  T,  p  est  nécessairement  directe-,  on  aura 
donc 

Yz'~Zr'       Z.r'  — Xz'       Xr'  —  Y.r' 


cosa  cos|3  C0S7 

et,  en  éliminant  X ,  Y,  Z  au  moyen  des  équations  (4) , 

(5)  COSa=pJ^",       COS  j5  =:  pj",       COS7  =  p2", 

(6)  1  =,(.^"^^.  ,"=^z"2)i 

135,  Supposons  maintenant  que  la  courbe  soit  tracée 
sur  une  surface  avant  pour  équation  différentielle 

</z  =jz  pdx  -h  <idy . 

Si  un  plan  roulait  le  long  de  la  courbe  de  manière  à  être 
toujours  tangent  à  la  surface,  ses  intersections  successives 
engendreraient  une  certaine  surface  développableS  5  nous 
allons  chercher  ce  que  devient  cette  courbe  lorsque  la  sur- 
face S  est  développée  sur  un  plan. 

Considérons  deux  plans  tangents  menés  à  la  suiface 
donnée,  en  deux  points  P,  P' de  la  courbe  infiniment 
voisins  l'un  de  l'autre;  la  normale  N  au  premier  plan 
fera  avec  les  axes  des  x,  y,  z  des  angles  dont  les  cosinus 
seront  proportionnels  à  p  •,  q  -,  —  i  et  auront  les  mêmes 
signes  que  ces  quantités,  pourvu  que  la  normale  N  soit  me- 
née en  dessous  du  plan,  de  manière  à  faire  un  angle  obtus 
avec  l'axe  des  z  \  de  même  p  -\-  dp  ^  q  -\-  chj  ,  —  i  seront 
proportionnels  aux  cosinus  des  angles  que  la  normale  N' 
au  secoud  plan  tangent  fera  avec  les  axes.  L'intersection 
G  de  ces  deux  plans,  génératrice  de  la  surface  dévelop- 
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pable,  osl  pcrpeiidirulaire  à  la  fois  aux  deux  normales, 
et  si  1  011  appelle  /,  w,  n  les  cosinus  qui  déterminent  sa 
direction,  on   auia 

(Iq         —  dp        pdq  —  qdp 


l  ^  ,j  —-^\ldp^-\-dq'^{pdq  —  qdpf, 

à  la  condition  que  la  droite  G  sera  prise  dans  la  direction 
nécessaire  pour  que  la  succession  des  droites  jN,  N  ,  G  soit 
directe.  Langle  o  compris  entre  la  génératrice  G  et  la 
tangente  T  à  la  courbe  sera  donc  déterminé  par  l'équation 

(7)  ^^^^^^^'  dq-y'  dp^-J  {pdq  -qdp^ 

\]dp'  -+-  dq-  -f-  [pdq  —  qdp]' 

Si  l'on  donne  à  l'arc  s  un  accroissement  infiniment  petit 
<ls,  l'angle  (p  recevra  un  accroissement  correspondant  r^©, 
qu  il  importe  de  déterminer.  Pour  simplifier  le  calcul, 
nous  admettrons  un  moment  que  le  plan  xy  coïncide  avec 
le  plan  tangent  au  point  P,  et  que  l'axe  des  x  soit  dirigé 
suivant  la  tangente  à  la  courbe,  de  sorte  que  l'on  ait,  en 
ce  point  V,  p  =^  o  ,  g  =  o  ^  t'  =  i,  j'  =  o  .  z'  :=  o,  et 
aussi  x"  =  o,  puisqu'en  général  x'x"-\-yy"-\-z'z"  =^  i). 
On  aura  alors  simplement 


•tdt 


S'dp'-hdq' 

me 

dp 

sin  ç,  =  -^— > 

s/ dp-  -+-  dq"- 

en  admettant  qne  T,  G,  ZS.  se  succèdent  dans  Tordre  des 
axes  des  x,  j",  z. 

Cela  posé,  si  l'on  différenlie  l'équalion  ( j)  et  qn  on  y 
substitue  après  la  ditférentiation  les  valeurs  p  =  o^  q=  o^ 
x'  =  1  ,  j'  =  o ,  c'  =  o  ,  x"  =  o  ,  on  irouN  era  sans  peine, 
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en  divisant  le  résultat  par  —  sin©, 

clqd-  p  —  dpd-q 


rf  c  =  }■"  ds  -h 


dp-  +  dq'' 


La  différentielle  c?^  exprime  la  différence  et' — ©  des  angles 
que  deux  génératrices  G',  G,  passant  par  deux  points 
P,  P'  de  la  courbe,  infiniment  voisins  l'un  de  l'autre,  font 
avec  les  tangentes  T,  T'  en  ces  points.  Ces  génératrices 
ne  sont  pas  en  général  parallèles  entre  elles,  et  l'on  trouve 
facilement  l'angle  d^  qu'elles  comprennent,  en  observant 
que  la  normale  Nest  à  la  fois  perpendiculaire  à  chacune 
d'elles,  et  que  les  droites  G,  G',  N  font  avec  les  axes 
coordonnés  des  angles  dont  les  cosinus  sont  respective- 
ment proportionnels  à 


dq. 

-dp. 

pdq  —  qdp  , 

-^d'q. 

-{dp-^, 

hJv/(, 

pd'q  —  qd'p  ; 

P 

7 

—   I  . 

En  effet,  appliquée  à  ce  cas  particulier,  la  formule  (3)  don- 
nera, quand  on  aura  fait^  =  o  ,  g  =zo,  et  qu  on  suppo- 
sera directe  la  succession  des  droites  G.  G',  IN  . 

dqd^p  — -  dpd^  q 


r/J; 


dp-  -i-  dq- 


Dans  cette  même  hypothèse,  la  différence  dé — d<s  est 
évidemment  égale  à  l'angle  de  contingence  dw,  compris 
entre  deux  tangentes  consécutives  à  la  courbe  aplanie. 
Si,  au  contraire,  la  succession  des  droites  G,  G',  jN  était 
inverse,  il  faudrait  écrire  — dût  au  lieu  de  d(^  dans  la 
dernière  formule,  mais  en  même  temps  l'angle  de  contin- 
gence dw  deviendrait  di^-^dc^.  Il  en  résulte,  en  rem- 
plaçant d(f  et  d^  par  leurs  valeurs,  qu'on  aura  dans  les 
deux  cas 

'''"  —  —  ,." 
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en  prenant  le  signe  supérieur  ou  inférieur  suivant  que  la 
succession  des  droites  G,  G',  N  est  directe  ou  inverse.  On 
aurait  obtenu  le  même  résultat  en  admettant  que  T,  G, 
N  se  succèdent  dans  Tordre  inverse  des  axes  des  3r,r,  z. 
En  appelant  9  l'angle  aigu  compris  entre  le  rayon  de  coui'- 
bure  p  et  la  normale  N,  et  r  le  rayon  de  courbure  de  la 
courbe  devenue  plane,  on  en  déduit  la  formule  très-simple 

(8)  ~r~'~J~' 

que  l'on  peut  regarder  comme  l'équation  de  la  courbe 
rabattue.  ^Cette  équation  est  d'ailleurs  indépendante  du 
choix  particulier  des  coordonnées.  Traduite  en  langage 
ordinaire,  elle  renferme  le  lliéorème  suivant  assez  remar- 
quable : 

Ufie  surface  développable  étant  circonscrite  à  une 
surface  quelconque  de  manière  à  la  toucher  le  long  dune 
courbe  donnée,  le  rapport  entre  le  rayon  de  courbure 
de  cette  courbe  à  double  courbure  et  celui  de  la  courbe 
plane  avec  laquelle  elle  coïncide  lorsqu  on  rabat  la 
surface  développable,  est,  dans  tous  les  points  corres- 
pondants des  deux  courbes,  égal  au  sinus  de  Vangle  que 
le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  donnée  fait  avec  la 
normale  commune  aux  deux  surfaces. 

Ces  principes  établis,  revenons  aux  applications  du  cal- 
cul des  variations. 

Problème   XII. 

1 30.  Trouver  la  ligne  la  plus  courte  e  titre  deux  points 
sur  une  surface  donnée. 

Soit  m'=  o  l'équaiion  de  !a  surface  donnée,  et  prenons 
l'arc  s  pour] variable  indépendante;  les  conditions  du 
problème  étant 

li  :=  o,     x'  -\-  )'■  -[-  Z-  =  I,       f  <ls  rr  iniiiiimiin, 
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la  queslioiï  reviendra  à  chercher  le  minimum  absolu  de 
Fintégrale 


£ 


\  i  +  ).'',r'=  -f- r"  -+-  z'-  —  i)  +  U.U  \  ds, 


dans  laquelle  X  et  p.  représentent  deux  fonctions  indéter- 
minées de  s. 

Conformément  aux  notations  adoptées,  on  a 

V  =r  I   +  A  (x'^   +  y"  +  Z'^  —    I  )   -f-   [LU, 

„  du.  du  du 

P,  —  gi/r',     Q,  =  2),r',     R,  =  o.y.z', 
ce  qui  conduit  aux  équations  indéfinies 

«. 2  À  .r    —  2  A  X     =  G, 

l      d.r 

{   \  ]     du 

j    ^y 

\        du-  .,     r  -      // 

f    a 1  K   Z    —  1KZ     :=  o, 

\      dz 

auxquelles  il  faut  joiiîdre 

u  =  o,     x"-  -r- y''-  +  z'-  =z  1 . 

Les  équations  (i),  multipliées  respectivement  par  x\j'^  z' 
et  ajoutées,  donnent 

9.).'  =^  o,     ou     ■?.!  ■=  c, 

ce  qui  les  réduit  à 

du  ,,  du  du  „ 

ij.  —  —  C.T    =  O,       U  -, CY    =  O,       U.  — rz    r=  o; 

'    d.v  ^  dy  -  '       '    dz 

d'où  Fou  tire,  en  éliminant  p., 


/  du  \  I  du \ 

\7h:)  \dJI 
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équations  différentielles  de  la  courbe  cherchée.  On  ne 
saurait  les  intégrer  sans  spécialiser  d'abord  la  fonction  u, 
ou  la  nature  de  la  surface  donnée,  mais  elles  expriment, 
même  sous  cette  forme  générale,  une  propriété  remar- 
quable de  la  ligne  la  plus  courte.  On  sait,  en  effet,  que 

1       T ,  .    ,  .  .,      du     du     du  .  ,, 

les  dérivées  partielles  -—i  —-■,  -—  sont   proportionnelles 
dx     dy     dz  ^       '• 

aux  cosinus  des  angles  que  la  normale  à  la  surface  donnée 
fait  avec  les  axes  des  x,  y,  z,  et  que  x'\y" ^  z"  sont  pro- 
portionnels aux  cosinus  des  angles  que  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  ligne  cherchée  fait  avec  les  mêmes  axes.  La 
formule  (a)  nous  apprend  donc  que  ces  deux  lignes  ont 
la  même  direction,  c'est-à-dire  que  le  rayon  de  courhure 
de  la  ligue  lapins  courte  est  partout  normal  à  la  surface 
sur  laquelle  elle  est  tracée.  On  appelle  en  général  lignes 
géodcsiquesles  lignes  qui  jouissent  de  cette  propriété. 

L'angle  compris  entre  le  rayon  vecteur  et  la  normale 
étant  nul,  il  en  résulte  encore,  d'après  le  théorème  du 
numéro  précédent,  que  si  une  surface  développable  tou- 
che la  surface  donnée  suivant  une  ligne  géodésique,  et 
quon  rabatte  la  première  surface,  la  ligne  géodésique 
deviendra  une  ligne  droite. 

137.  Pour  obtenir  l'équation  de  la  courbe  sous  sa 
forme  habituelle,  faisons  pour  un  moment 

X  =  djd'  z  —  dzd-'y ,      Y  =  dzd-  x  —  d.rd'-z 
Z  =  dxd"^  y  —  dyd^x, 

sans  particuliser  d'abord  la  variable  indépendante;  on 
aura 

„  _  Ydz  —  7.dy  „  _  Zdx  —  y. dz        „  _  X^/j  -  Ydx 

di'  ds'  ds* 

Si  l'on  appelle  p.  q,  /',  s,  f  les  dérivées  partielles  de  z  des 
IV.  i8 
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deux   premiers    ordres,    tirées    de    Téquatiou    u  =  o  de 

la   surface   donnée,   p,   g,   — i   seront  proportionnels  à 

du     du     du       ,     „  1     /    \  w     - 

—-5  -—•)  — -  et  la  tormule    a    pourra  s  écrire 
dx     dy     dz  v    /  i 

Ydz  —  Zdy  _  Zdx  —  Xdz  _  Xdj  —  Y d.c 
P  ~  q  '~  ^^^"i 

Multiplions  respectivement  par  X,  Y,  Z  les  numéra- 
teurs et  les  dénominateurs  de  ces  trois  fractions,  la  somme 
des  numérateurs  deviendra  nulle  j  celle  des  dénomina- 
teurs devra  donc  aussi  s'évanouir,  sans  quoi  chacune  des 
fractions  serait  nulle,  et  l'on  aurait  constamment 

x"  =  o,      y"  =  o,      z''  =:z  o, 

et,  par  suite  (n"  ^34),  p  =  oc  ,  ce  qui  n  est  pas  générale- 
mont  possible.  Il  en  résulte 

/?X  -+  qY  —  Z=  O, 

ou 

p  [djd  -z  —dzd^y)-\-q  [dzd  -  x  —  dxd  •  z)  —  {dxd  -y  —  dyd-x)=^o. 

Prenons  maintenant  x  pour  variable  indépendante,   et 
introduisons  les  valeurs 

dz  =  pdx  +  qdy, 
d^^z  z^  rdx^  -+-  isdxd}  4-  tdy^  -}-  qd* y , 

il  viendra,  après  quelques  réductions  faciles  à  effectuer, 

d^y         1  ^fy\  i  ^J         ''(X^' 


{"-rm- 


(■ +'' +'^rf^+ r'-'';7;j  l,'-+-^^;fe  +  ',w)=''' 

équation  différentielle  du  second  ordre,  laquelle,  jointe  à 
Il  =  o,  déterminera  la  ligne  géodésique. 

i38.  Les  lignes  géodésiques  tracées  sur  un  ellipsoïde 
ont  despropriétésintéressantes  dont  nous  ferons  connaître 
quelques-unes,  indiquées  d'abord  par  M.  .Toachimstlial. 
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Soient  «,  Z^  c  les  trois  demi-axes  de  l'ellipsoïde,  son  équa- 
tion sera 

«-         b-  r» 

et  les  équations  (2),  auxquelles  doivent  satisfaire  les  coor- 
donnés de  la  ligne  géodésique,  deviendront 


(J) 

[  ■'^'\          1  ^\ 

i^j     (?) 

ou 

(3) 

.r" 

t.T 

tz 


t  étant  une  variable  auxiliaire. 

En  appelant  P  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
sur  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde,  et  D  le  demi-diamètre 
parallèle  à  la  tangente  à  la  ligne  géodésique,  on  a 


(4) 


I  .T.  y- 

P»  ~  «^   "^  ^ 


!  F  ~  «^ 


Y  ■ 


Cela  posé,  si  l'on  dilïérentie  deux  fois  de  suite  l'équa- 
tion de  l'ellipsoïde,  il  viendra 

xx"        yy"        zz"        x'""-        y''        z'- 
^ +-^  +  — -f- —  + -^  4- -  =  o; 
a^  0'  c'  a-  b^         c^ 

substituant  les  valeurs(3),  et  ayant  égard  aux  équations  (4), 
on  en  déduit 

t         1  P2 

P'        D-  '  D- 

Les  équations  (3)  élevées  au  carré  et  ajoutées  donnent 

d'ailleurs 

1   t- 

18. 
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donc,  en  éliminant  ^,  on  trouve 


(5)  P-p 


ce  qui  fournit  déjà  un  moyen  très-simple  de  calculer  le 
rayon  de  courbure  p  de  la  ligne  géodésique.  Il  en  résulte 
en  outre  cette  proposition  : 

Les  lignes  géodésiques  qui  passent  par  un  même  point 
de  V ellipsoïde,  ont  dans  ce  point  leurs  rayons  de  cour- 
bure proportionnels  aux  carrés  des  demi' diamètres  pa- 
rallèles à  leurs  tangentes. 

Ajoutons  qu'on  parvient  facilement  à  intégrer  une  fois 
l'équation  différentielle  du  second  ordre  de  la  ligne  géo- 
désique, lorsque  cette  ligne  est  tracée  sur  un  ellipsoïde. 
En  effet,  si  l'on  différentie  les  deux  équations  (4),  il  vient 
d'abord 

I    dV        xx'         Y  y'         zz' 
I    <^D      x' x"       y' y"       z' z' 

Multipliant  la  première  équation  par  P',  la  seconde  par 
D^,  et  ajoutant,  il  vient 

dV        dD 

T  +  IT^"' 

et,  en  intégrant 

PD  =  const.  =  C^ 

C'est  l'intégrale  cliercliée,  ou  l'équation  différentielle  du 
premier  ordre  de  la   ligne  géodésique.   Combinée   avec 
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l'équation  (  5  ) ,  p=  —  ?  elle  donne 


(6)  P  =  ii' 

et  conduit  au  théoième  suivant  : 

Le  long  d'une  même  ligne  géodésique  tracée  sur  un 
ellipsoïde ,  la  courbure  varie  proportionnellement  au 
cube  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le 
plan  tangent  à  l'ellipsoïde. 

Comme  la  perpendiculaire  P  dépend  uniquement  des 
coordonnées  x,  r,  z  du  point  que  l'on  considère,  et  nul- 
lement de  la  direction  que  la  ligne  géodésique  a  en  ce 
point,  l'équation  (6)  donne  encore  lieu  à  cet  autre  théo- 
rème : 

Un  triangle  étant  formé  par  des  ligiies  géodésiques 
sur  la  surface  d'un  ellipsoïde.^  si  Ion  désigne  par  pi,  û\  , 
P25  p\i  p^i  P31  dans  r  ordre  oii  ils  se  succèderit,  les  rayons 
de  courbure  de  ces  lignes  aux  sommets  du  triangle,  les 
deux  produits  des  rayons  alternes  ou  non  contigus  se- 
ront égaux,  c'est-à-dire,  on  aura 

On  sait  que  deux  sections  normales  d'une  surface  quel- 
conque ont  la  même  courbure  lorsqu'elles  font  des  angles 
égaux  avec  Tune  ou  l'autre  des  sections  principales  ou 
des  sections  auxquelles  appartiennent  la  plus  grande  et  la 
plus  petite  courbure;  il  résulte  donc  du  théorème  que 
nous  venons  d'énoncer,  que  si,  dans  le  triangle  formé  sur 
la  surface  de  l'ellipsoïde  par  trois  lignes  géodésiques, 
deux  des  angles  sont  partagés  en  deux  parties  égales  par 
des  sections  principales,  il  en  sera  de  même  du  troisième 
angle. 

Sur  un  ('llij)soï(Ic  de  révolution  lous  les  méridiens  sont 
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évidemment  des  lignes  géodésiques;  désignant  pai^  Oq  le 
rayon  de  courbure  d'un  méridien,  on  aura  donc,  en  vertu 
de  la  formule  (6), 

.  -^« 

'  "  p3 

et,  par  suite , 

0  O 

—  z=z  —-  =  const.  ; 

ainsi,  sur  les  ellipsoïdes  de  révolution,  le  rapport  entre 
la  courbure  de  la  ligne  géodésique  et  la  courbure  du 
méridien  reste  le  même  pour  tous  les  points  d'une  même 
ligne  géodésique. 

Cette  propriété  avait  déjà  été  signalée  par  M.  Guder- 
mann  (Journal  de  Crelle,  t.  XYII). 

139.  Revenons  maintenant  à  la  question  primitive  de 
la  ligne  la  plus  courte  sur  une  surface  quelconque  pour 
examiner  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les 
extrémités  de  la  courbe.  Désignons  par  ^,  r;,  ^  les  coor- 
données de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  extrémités,  les 
termes  aux  limites  de  la  variation  de  l'intégrale  proposée 
deviendront 

/     1  (V  —  P,x'-  Q,/  -  R,s')d\s'+  P,o^?  -hO,d%.  4-  R,«îi;  I 

's^ 

=:{x—c)^s,—  s,)  -h  cl      {x'S-^  +  r'Sr.-^z'S-<^). 

M, 

Ce  seront  en  même  temps  les  seuls  termes  qui  restent  de 
la  variation  de  l'intégrale,  quand  on  aura  déterminé  x, 
j^  z  en  fonction  de  s  de  manière  à  vérifier  à  la  fois  les 
équations  (i)  et  les  conditions  «  =  o,  x!^- -\-  y'-H-z'"  =  i. 
Mais  alors  la  courbe  sera  une  ligne  géodésique  dont  la 
longiUMir  .V,  représentée  précisément  par  l'intégrale  pro- 
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})Osée,  sera  égale  à  ^2 — ^i,  en  sorte  que  5»  —  Si=s.  On 
aura  donc  pour  la  variation  de  la  longueur  d'une  ligne 
géodésique, 

Ss  =  [i  —  c]  os  -[-  c  I      [^'  S^  -h  y  Sri  -h  z'  S^), 

'5, 

et,  en  transposant, 

(7)  'ys=        {x'SZ.-hy^yi  +  z'SK). 

Cette  expression  disparait  d'elle-même  avec  les  variations 
c^l,  ^^,  0^,  chaque  fois  que  les  points  extrêmes  restent 
fixes.  Mais  si  ces  points  sont  mobiles,  si  l'on  cherclie  seu- 
lement la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  courbes  données 
sur  une  surface,  on  aura  pour  chacune  des  extrémités  la 
condition 

x'Si,-\-ySr,  -h  z'S-i;=  o. 

Or  les  variations  d'^,  â'n,  d^  sont  évidemment  propor- 
tionnelles aux  cosinus  des  angles  de  la  tangente  à  la  courbe 
limite;  cette  condition  exige  donc  que  la  ligne  la  plus 
courte  rencoutre  sous  un  angle  droit  chacune  des  courbes 
limites. 

140.  La  forme  [y)  sous  laquelle  nous  venons  de  mettre 
la  variation  de  la  longueur  s  d'une  ligne  géodésique  con- 
duit à  plusieurs  conséquences  reniai quablcs.  Concevonti 
que  la  ligne  5  varie  d'une  manière  quelconque  sans  chan- 
ger de  nature,  c'est-à-dire  sans  cesser  d'être  une  ligne 
géodésique-,  appelons  a  l'arc  décrit  par  Tune  des  extré- 
mités, nous  aurons 

drj  (l  (j  (la 


2oO  CALCUL    DES    VAlUATIOWS. 

et  l'équation  (7)  deviendra 


,      .     ,       ,  -^  ..  ^        dy  dn         dz  dC, 
as 


/  '  j  dx  de, 

1^         \ds     d(7 


ds    da         ds  d(T 


Or,  le  coefficient  de  cJo-  est  le  cosinus  de  l'angle  sous  le- 
quel se  rencontrent  la  ligne  géodésique  s  et  la  courbe 
limite  o-,  chacune  d'elles  étant  prise  dans  la  direction 
suivant  laquelle  l'arc  s  ou  g  est  compté.  En  désignant 
par  çp  cet  angle,  on  aura  donc 


'-/: 


COS  ^0  (7. 


Pour  simplifier  davantage,  désignons  par  ©o?  <^o  les  va- 
leurs de  cp  et  de  a  relatives  au  point  initial,  et  réservons 
les  notations  sans  indice  ©,  g  pour  la  seconde  extrémité 
de  la  courbe;  nous  aurons  définitivement 

(8)  0jr=COS^0(7 COS  (J/o  0(7(1. 

Le  second  terme  cosÇoO^o  serait  nul,  si  le  point  initial 
était  fixe,  ou  seulement  si  la  ligne  géodésique  s  était  nor- 
male à  la  courbe  Gq  décrite  par  ce  point,  puisque  dans  le 
premier  cas  ^<7c  =  o,  dans  le  second  cosOq  =  o. 

Si  l'on  avait  en  outre  as  =  o,  c'est-à-dire  si  la  lon- 
gueur de  la  ligne  s  était  invariable,  l'équation  (8)  ré- 
duite à  cos  o  =  o  exprimerait  que  la  ligne  s  est  aussi 
normale  à  la  courbe  g  décrite  par  la  seconde  extrémité. 
Nous  pouvons  donc  énoncer  ces  deux  théorèmes  dus  à 
Gauss  [Disquisitiones  générales  circa  superficies  cun^as)  : 

Étant  tracées  sur  une  su/face  courbe,  à  partir  d'un 
même  point  initial^  une  infinité  de  lignes  géodésiques  de 
moine  longueur,  la  courbe  joignant  leurs  extrémités 
sera  normale  ii  chucunc   d  viles. 
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On  a  donné  quelquefois  à  cette  courbe  le  num  de 
cercle  géodésique. 

ZJ ne  courbe  quelconque  étant  donnée  sur  une  surface^ 
si  Von  conçoit  une  infinité  de  lignes  géodésiques  de 
même  longueur  partant  sous  des  angles  droits  des  dif- 
férents points  de  cette  courbe,  la  ligne  joignant  leurs 
extrémités  sera  normale  à  chacune  des  lignes  géodé- 
siques. 

\A[.  Pour  seconde  application  de  la  formule  (8),  cher- 
chons une  courbe  telle  que  le  rapport  des  distances  géo- 
désiques 5,  5'  de  chacun  de  ses  points  à  deux  courbes 
données  soit  constant. 

La  distance  géodésique  d'un  point  à  une  courbe  se  me- 
sure suivant  la  ligue  géodésique  qui  passant  par  le  point 
est  normale  à  la  courbe.  Soit  C7  Tare  de  la  courbe  cher- 
chée, et  désignons  par  9,9'  les  angles  sous  lesquels  les 
lignes  géodésiques  s,  s'  coupent  respectivement  cette 
couibe.  Puisque  chacune  des  lignes  5,  s'  est  supposée 
normale  aux  courbes  données,  sur  lesquelles  se  meuvent 
leurs  points  de  départ,  on  a  cos(po^=o,  costp'o  =  05  et 
les  variations  de  ^,  s'  deviennent  simplement 

(Î.V  =  COS  S)  ^T  ,       0  .s'  =  ces  rj'  0(7. 

Cela  posé,  l'hypothèse  admise 


const. 


donne  successivement 


s  l'.S  =0,        ^  s 


os 
os' 


Un  aura  donc,  en  substituant  les  valeurs  de  as ,   os', 

COS(p   
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ce  qui  exprime  la  propriété  caractéristique  de  la  courbe 
cherchée. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  surface  est  un  plan,  où 
l'une  des  courbes  données  se  réduit  à  un  point  et  l'autre 
à  une  ligne  droite,  la  courbe  cherchée  est  une  section 
conique  dont  l'excentricité  est  égale  au  rapport  e.  Ainsi 
dans  toute  section  conique  les  cosinus  des  angles  que  fait 
la  tangente  avec  les  distances  du  point  de  contact  à  l'un 
des  foyers  et  à  la  directrice  correspondante,  sont  dans  un 
rapport  constant,  égal  à  l'excentricité  e;  d'où  l'on  déduit 
celte  propriété  connue  relativement  à  la  réfraction  ; 

Les  rayons  lumineux  qui  arrivent,  parallèlement  au 
grand  axe^  sur  une  ellipse  dont  Vindice  de  réfraction 

est  égal  à  -•,  vont  converger  au  foyer  le  plus  éloigné, 

et  les  rayons  lumineux  qui  arrivent^  parallèlement  à 
l'axe  réel,  sur  une  branche  d' hyperbole  dont  Vindice  de 

réfraction  est  —  ■)  divergent  après  la  réfraction,  comme 

s'ils  veTiaient  du  foyer  de  Vautre  branche. 

On  trouve  quelques  autres  problèmes  analogues  sur 
les  lignes  géodésiques  dans  un  Mémoire  de  M.  Gilbert 
(^Bulletin  de  V Académie  royale  de  Belgique^  1860). 

142.  Dans  la  théorie  des  surfaces  courbes  on  peut  aussi 
tirer  parti  de  l'équation  (8),  qui  exprime  une  propriété 
générale  des  lignes  géodésiqvies.  Nous  en  donnerons  un 
seul  exemple,  qui  comporte  également  une  application 
importante  à  l'optique. 

Soient  A,  B  deux  surfaces  données  et  cherchons  une 
troisième  surface  X  telle,  que  les  normales^,  s'  abaissées 
d'uu  point  quelconque  P  de  cette  surface  sur  A  et  B  aient 
entre  elles  un  rapport  constant  h. 

Concevons  que  h^  point  P  se  déplace  sur  la  surface  X 
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suivant  une  courbe  quelconque  o-,  on  aura  loujours 

0)  et  cp'  désignant,  comme  ci-dessirs,  les  angles  que  les 
prolongements  de  s  et  s' torment  avec  l'arc  '7.  De  l'hypo- 
thèse admise 


on  déduit  d'ailleurs  successivement 


os 


s  —  /.«'  .^r:  O  ,         S  S  —  /■  8s'  ^=  O,        -r— ;   ^=:  /  ; 

OS 

substituant  les  valeurs  de  (J^,   3s'.   on  aura  donc 


cos  ç 


Ainsi  les  deux  droites  5,  s'  forment  avec  une  courbe 
quelconque  or,  menée  par  le  point  P  sur  la  surface  X, 
des  angles  o,  o'  dont  les  cosinus  sont  entre  eux  dans  le 
rapport  constant  /r,  d'où  l'on  conclut  facilement  que  le 
plan  de  ces  droites  est  normal  à  la  surface  X  au  point  P. 
Supposons  que  l'arc  <7  soit  pris  dans  ce  même  plan,  les 
angles  ç-,  ©'  seront  les  compléments  des  angles  que  les 
droites  s  ,  s'  font  avec  la  normale  à  la  surface  X  ;  donc  le 
rapport  des  sinus  de  ces  derniers  angles  sera  aussi  constant 
et  égal  à  A.  Coucevons  maintenant  que  la  surface  X  se 
trouve  entre  deux  milieux  de  pouvoirs  réfringents  iné- 
gaux et  tels  que  l'indice  de  réfraction  entre  ces  deux  mi- 
lieux soit  A  j  si  5  est  un  rayon  incident,  s'  sera  le  rayon 
l'éfracté.  On  en  conclura  que  si  les  rayons  incidents  sont 
normaux  à  la  surface  A,  les  rayons  réfractés  seront  tous 
normaux  à  la  surface  lî.  Celle  même  proprlélé  appar- 
liciuha  aux  lavons  léilédiis,  puni'  lesquels  ou  a  A  =^  —  i . 
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Réciproquement,  on  pourrait  se  donner  la  surface  ré- 
fringente X  avec  Tune  des  surfaces  directrices,  par  exem- 
ple celle  qui  coupe  orthogonalement  ou  à  angle  droit  tous 
les  rayons  incidents  et  que  nous  avons  désignée  par  A. 
On   trouverait  alors  la  surface   B,  normale   à    tous  les 

rayons  réfractés,  par  la  condition -  =  A  ,    en  cherchant 

l'enveloppe  de  toutes  les  sphères  qui  ont  leurs  centres  sur 
la  surface  X,  et  dont  les  rayons  sont  proportionnels  aux 
distances  de  leurs  centres  à  la  surface  A,  le  rapport  con- 
stant entre  les  rayons  et  les  distances  étant  celui  du  sinus 
de  réfraction  au  sinus  d'incidence.  jNous  pouvons  donc 
énoncer  le  théorème  suivant,  qui  renferme  toute  la 
théorie  des  caustiques,  développée  successivement  par 
MM.  Dupin,  Quetelet,  Gergonne,  et  autres  : 

Deux  milieux  homogènes  étant  séparés  Van  de  Vautre 
par  une  surface  de  nature  quelconque,  et  des  rayons  de 
lumière  pénétrant  de  l' un  de  ces  milieux  dans  Vautre^ 
si  les  T'ayons  incidents  sont  dirigés  dans  F  espace  de  ma- 
nière à  pouvoir  être  traversés  orthogonalement  par  une 
même  surface,  il  en  sera  de  même  des  rayons  réfractés, 
et  réciproquement  :  en  oulre^  à  chaque  trajectoire  ortho- 
gonale des  rayons  incidents  répond  toujouis  une  surface 
trajectoire  orthogonale  des  rayons  réfractés,  telle  que 
les  normales  abaissées  sur  ces  deux  surfaces  d'un  point 
quelconque  de  la  surface  séparatrice  des  deux  milieux 
seront  respectivement  entre  elles  dans  le  rapport  con- 
stant du  sinus  d^ incidence  au  sinus  de  réfraction. 

Problème  XIII. 

143.  Parmi  toutes  les  lignes  de  mê/ne  courbure  con- 
stante qu'on  peut  mener  entre  deux  points,  quelle  est  la 
plus  courte? 

Prenons  l'arc  s  pour  variable  indépendante,  les  condi- 


COURBES    DAINS    L  ESPACE.  203 

lions  du  problème  seront 

y^,v=min.,      x'' -f- j" -f-  c'' =  I, 

.r"-  +  r"-  H-  z"'  =  —  i=  consl., 

et  la  question  reviendra  à  chercher  le  minimum  absolu 
de  l'intégrale 


=X" 


I  +  A[.T"-hy"  -\-z'  —  I, 


-"^+-=--Lm^, 


p  étant  constant  et  /,  p.  désignant  doux  fonctions  indé- 
terminées de  s. 
On  a 

P  =  G,  P|  =  2A.r',  Pj=2py, 
Q  =  G,  Q,  =  2X}',  Qj  =  2p.  j", 
R=0,        R|=2AZ',        R5=i2pz", 

et  les  équations  générales  de  la  courbe  deviennent 

p,  -  -7-^  =  ^7,     Q, X:  =  ft,  R, _  =  c, 

as  ris  (is 

ou 

/■    2  ).x'  —  2  p.' J:"  —  2  Hfî:'"  =  r/, 

(1)  (    2  Âj'  —  "y-fJ^'j"  2p>"'  =  é, 

f    2X  r.'  —  2  p'z"  —  2  uz'"  =  f, 

a,  b,  c  étant  des  constantes  arbitraires.  A  ces  équations, 
il  faut  joindre  les  conditions  primitives 

x'-  -h  r'^  +  c''  =  1 ,     p  =  const. 

L'élimination   de   A    entre    les   deux   dernières  équa- 
tions (i)  donne 

hz'  -  cy'  =  2p'  (y'z"  -  zj")  +  2fx  (r'z'"  -  z'y'"). 
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et,  en  inlégiant, 

A  -t-  ^z.  —  c)-  =  2p,  {y  z"  —  z'y"). 

On  trouve  de  même,  en  éliminant  1,  soit  entre  la  pre- 
mière et  la  troisième,  soit  entre  les  deux  premières  des 
équations  (i), 

B  -h  c.r  —  az  =  2  p  (  z'x"  —  x'  z"  ), 
C  +  (ly  —  b.v  =zi^[  x'  y"  —  y'  x"  ) , 

x\,  B,  C  étant  de  nouvelles  constantes  arbitraires.  Enfin, 
si  Ton  multiplie  par  x',  j\  z\  ou  seulement  par  dx^  dy^ 
dz,  les  trois  dernières  équations,  et  qu'on  les  ajoute,  p. 
disparaît  et  il  vient 

(2)  [k-{-  bz  —  cy)  d.r.  +  i^B  -+-  cr  —  az) dy  -\-  (C  -H  ay  —  hx) dz  =  o, 

équation  différentielle  qui,  jointe  à  |0=:const.,  déter- 
mine la  courbe  cherchée. 

144.  Ici  se  présente  d'elle-même  la  question  de  savoir 
s'il  existe  une  relation  primitive  entre  x,  y^  z  qui  satis- 
fasse généralement  à  Téquation  diflerentielle  (2),  ou,  en 
d'autres  termes,  si  cette  équation  peut  représenter  une 
surface.  Dans  ce  cas,  la  ligne  cherchée  serait  une  ligne 
de  courbure  constante  tracée  sur  cette  surface.  Or,  il  est 
facile  de  s'assurer  que  l'équation  (2)  est  intégrable  sous  la 
seule  condition  qu'on  ait 

(3)  ak  -\-   hk  4-  cC  =  o, 

et  qu'elle  conduit  alors  à  l'équation  d'un  plan.  En  effet, 
si  l'on  regarde  d'abord  z  comme  constante,  celte  équa- 
tion, devenue 

dx  dy 

B  -f-  ex  —  az         k  -\-  bz  —  cy 
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donne,  par  rintégratiou, 

B  -h  ex  —  az  ,    , 


A  4-  6z  —  cj 


?l 


çp(:r)  étant  nue  foiiclion  aibilraire  de  z.  Pour  déterminer 
cette  fonction,  diflerentions  de  nouveau  en  faisant  va- 
rier toutes  les  variables  a:,j',  s;  le  résultat,  comparéà  (2), 
fournit  la  condition 

Aa  -+-  B  b  -i-  Ce  -i-  [A  -[-  bz  —  ej)'<f'{z)  =0, 

laquelle  devant  être  identiquement  vérifiée  pour  que  l'é- 
quation (2)  soit  intégrable,  se  partage  en  deux  autres 

Aa -i-Bé-(-Cc  =  G,     (p'(z)  =  o. 
Il  eu  résulte 

(p^z")  :=  const.  =  ni, 
et,  par  conséquent, 

B  -h  ex  —  az  zzz  m  (  A  -{-  bz  —  O'  ) , 

équation  d'un  plan,  conimie  nous  l'avions  annoncé.  Lors- 
(fue  les  données  du  problème  seront  telles  que  la  condi- 
tion (3)  soit  remplie,  on  en  conclura  que  la  ligne  cherchée 
est  une  courbe  plane  de  courbure  constante,  c'est-à-dire 
un  arc  de  cercle. 

145.  Pour  faciliter  la  recherche  des  équations  aux 
limites,  désignons  par  ^,  y;,  ^,  ^',  m',  ^  les  valeurs  de 
X,  r,  z^  a/,  y  y  z'  correspondantes  à  l'une  ou  à  l'autre 
des  extrémités  de  la  courbe;  les  termes  aux  limites  de  la 
variation  de  l'intégrale  S  deviendront 

/  '    ix  -  ax'  -  by  -  cz'  —  ^  )  rî.V 

-+-  /      ]nS^-h  brU  +  cTç  -+-  7.u{.r"r7^'  -h  r" 'h'  -+-  z"3ç')  j. 

If, 
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Nous  savons  déjà  (n"  132)  que  le  coefficient  de  os  doit  se 
réduire  à  une  constante;  c'est  ce  qui  résulte  d'ailleurs 
des  équations  (i),  car  en  les  multipliant  respectivement 
par  x" ^j"^  z"  et  observant  que 


X 


"2  _1_  v"2  _1_   ^"i 


I 


on  trouve 


et,  en  intégrant, 


+  r'  '  H-  z"^  =  —  =  const.. 


liL^a.z"+h"  +  <^^" 


1  u. 

ox'  4-  hy'  -\-  cz'  -\ =  /  , 

h  étant  une  constante  arbitraire.  Le  terme  en  ^s  se  réduit 
donc  à  (i — k)o[s^. —  5i)  ou  à  (i  —  k)dS,  puisque  la 
différence  s^ — s^  est  égale  à  l'arc  représenté  précisément 
par  l'intégrale  S  qu'il  s'agit  de  rendre  minimum.  D'ail- 
leurs, lorsqu'on  aura  déterminé  x,  y,  z  en  fonctions  de  s 
de  manière  à  vérifier  les  équations  indéfinies  (i),  la  va- 
riation (ÎS  se  composera  uniquement  des  termes  aux  li- 
mites que  nous  venons  d'écrire.  On  aura  donc,  en  trans- 
posant, 


ASS 


=  1      ]  ria^  +  boY)-{-c^'Ç+o^(x"3ç-\-/'ov,'^z"o'Ç')  \. 
h. 


Lorsque  les  directions  des  deux  tangentes  extrêmes  à  la 
courbe  ne  sont  pas  données,  en  sorte  que  les  valeurs  li- 
mites de  x',  y',  z'  sont  assujetties  à  la  seule  condition 
x'~  -h  j''  -h  z'~  =^  i,  dont  on  a  déjà  tenu  compte  au 
moyen  du  facteur  indéterminé  X,  il  est  permis  de  regar- 
der les  variations  o'i'.  or,\  o^'  comme  arbitraires  et  in- 
dépendantes les   unes  des  autres,   et  d'égaler  à  zéro  le 
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roeffioient  de  chacune  d'elles,  ce  qui  donne  pour  cha- 
cune des  limites 

p.r"  =  o,       iijr"  =  o,       fy.z"  =  o. 

Or  x",  y" ,  z"  ne  peuvent  pas  être  nuls  à  la  fois,  parce 

qu'on  aurait  alors  aux  deux  limites  -  =:  o,  valeur  en  tré- 

^ ?  1= 

néral  inadmissible  à  cause  de  la  courbure  constante  im- 
posée à  priori  à  la  courbe  entière.  On  est  donc  forcé  d'ad- 
mettre p  =  o  pour  chacune  des  limites.  Par  conséquent, 
si  l'on  appelle  Xj,  y^,  z^,  x^-,  j's,  z^  les  coordonnées  des 
deux  points  extrêmes,  qui  d'ailleurs  peuvent  être  fixes 
ou  vari-ables,  on  aura 

(  A  H-  Z;c,  —  rr,  =  o ,  A  +  bz.  —  rjj  =:  o, 

( 4  )  '    B  H-  cxt  —  az,  ^  o ,  B  +  ex,  —  az,  =  o , 

(  C  4-  ay,  —  bxt  =  o ,  C  -i-  flVj  —  bx^  =  o  . 

INlultipliant  respectivement  par  a,  b,  c  les  trois  équations 
soit  du  premier,  soit  du  second  système,  il  vient 

A«  4-  Bb  -h  Cc=zo. 

Nous  avons  déjà  fait  remarquer  que  c'est  la  condition 
d'intégrabililé  de  l'équation  (2),  qui  conduit  alors  à  une 
relation  linéaire  entre  x,j',  z.  Il  en  résulte  (pie  la  ligne 
cherchée  est  plane*,  cette  ligne,  qui  a  d'ailleurs  une  cour- 
bure constante,  est  donc  un  arc  de  cercle. 
Les  équations  (4)  donnent  en  outre 

^■i  —  ■^i  j  1  —  ..)  1  ^-j  —  ^1 

abc 

ce  (pii  exprime  que  la  corde,  ou  la  droite  (jui  joint  les 
extrémités  de  la  courbe,  fait  avec  les  axes  des  .r,  j',  z  des 
angles  dont  les  cosinus  sont  respeclivemcnt  proportion- 
nels à  a,  b,  c. 

IV.  I,, 
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146.  Supposons  maintenant  que  l'on  cherche  la  ligne 
de  courbure  constante  la  plus  courte  entre  deux  surfaces 
données.  Les  directions  des  tangentes  extrêmes,  ou  les 
valeurs  limites  de  x' ^  y\  z'  n'étant  pas  fixes,  il  résulte 
d'abord  de  la  discussion  qui  précède  que  la  courbe  est 
un  arc  de  cercle.  Pour  déterminer  de  plus  près  sa  posi- 
tion, considérons  une  des  surfaces  limites  représentée  par 
l'équation 

d'où  l'on  tire,  en  prenant  la  variation, 

rtç  du  de, 

Les  termes  aux  limites  fournissent  d'ailleurs  la  condition 

L'une  de  ces  équations  devant  avoir  lieu  pour  toutes  les 
valeurs  de  (?^,  d'n,  <î(^,  qui  satisfont  à  l'autre,  il  faut  que 
les  coefficients  soient  proporiionnels  entre  eux,  ou  que 
l'on  ait 


d(\         [dï 
dï)        \d^ 


Or,  dans  ces  trois  fractions  les  numérateurs  sont  propor- 
tionnels aux  cosinus  des  angles  que  la  normale  à  la  surface 
fait  avec  les  axes  des  a:,  y,  2;,  et  les  dénominateurs  aux 
cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  mêmes  axes  la  droite 
menée  entre  les  extrémités  de  la  courbe.  Cette  droite,  ou 
la  corde  de  l'arc  de  cercle,  devra  donc  être  normale  à 
chacune  des  surfaces  limites,  de  sorte  qu'elle  se  confondra 
avec  la  plus  courte  distance  entre  ces  surfaces. 
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Si  le  point  limite  (?,  /;,  ^)  devait  se  trouver  sur  une 
courbe  donnée,  les  variations  o^,  O'yj,  0'^  seraient  néces- 
sairement proportionnelles  aux  cosinus  des  angles  que  la 
tangente  à  cette  courbe  fait  avec  les  axes  des  x,  j,  z,  et 
l'équation 

aS^  -h  bori  -h  cSÇz=  o 

prouverait  alors  que  la  corde  doit  être  normale  à  la  courbe 
limite. 


»9- 
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DOUZIÈME  LEÇOr^. 

Suite  de  la  recherche  de  courbes  dans  l'espace.  — Courbe  de  longueur  don- 
née renfermant  l'aire  maxima  sur  une  surface.  — Courbe  de  longueur 
donnée  circonscrivant  une  portion  de  surface  telle  que  le  volume  qu'elle 
recouvre  est  un  maximum.  —  Courbe  de  longueur  donnée,  directrice 
d'un  cylindre  à  aire  maxima. —  La  brachistochrone  sur  une  surface.  — 
La  brachistochrone  dans  un  milieu  résistant.  —  Position  d'équilibre 
d'un  fil  sur  une  surface. 


Problème  XIV. 

i'il.  Une  courbe  quelconque  étant  tracée  sur  une 
surface  donnée,  trouver  sur  la  même  surface  une  autre 
courbe  de  longueur  déterminée  qui  renferme  avec  la 
première  la  plus  grande  aire  possible. 

Soit  u=  o  l'équation  de  la  surface  donnée,  et  p,  q  les 
dérivées  partielles  de  z  qu'on  en  déduit;  l'aire  qu'il  faut 
rendre  maximxun  aura  pour  expression 

ff^i-hp'-hff  dydx. 

Puisque  z,  p,  q  sont  des  fonctions  connues  de  je,  j  ,  on 
pourra  intégrer  une  fois  par  rapport  ».  y  entre  des  limites 
convenables,  c'est-à-dire  depuis  la  valeur  de  y  qui  cor- 
respond à  la  courbe  donnée  jusqu'à  la  valeur  à^&y  relative 
à  la  courbe  que  Ton  cherche,  et  l'on  aura  ainsi  un  certain 
résultat 

V  étant  une  fonction  connvie  des  coordonnées  x,  y  de  la 
seconde  courbe. 

Cela  posé,  l'expression  de  l'aire  devient  fvdx.  Si  l'on 
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prend  l'arc  s  pour  variable  indépendante,  les  coordon- 
nées j:,  y.  2  de  la  courbe  seront  des  fonctions  inconnues 
de  s,  liées  entre  elles  par  les  équations 

x'2-f_j'2-+-c'==  I,       «=o; 

et  le  problème  reviendra  à  chercher  le  maximum  de  lin- 
tégrale 

/       I  ex'  +  A  fx''  H-j'-  +  z''  —  I  j  -f-  fx  a I  fis , 

prise  entre  des   limites  dont  la  différence,   5,  —  5i ,   est 
constante,  X,  p.  étant  des  fonctions  indéterminées  de  s. 
En  conservant  les  notations  de  la  leçon  précédente,  on  a 

Y=<^x'  -i-  /  (x'-  -f- j'-  H-  2"  —  I  )  +  p  «  =r  vx', 

^  (lu        du    , 

P=u— -H— .r',  P,  =  2Ax'+c', 

ax        clx 

du        dv     , 

R=a  — ,  R,  =:2).s', 

az 

et  les  équations  indéfinies  deviennent 

dv  du  „       dv        dv     ,        dv 

1-  ^  ~^y-^ 2AX  —  2/.r   =— -  =  — -xH-— -r  , 

dx  dx  ds        dx  dy 

d^      ,  ^«  -,    ,  ^     „ 

—-X   -hll- 2/./  — 2>/    =0  , 

dy  dy 

du 

U 2/3     —  2>,  Z     =0. 

'    dz 

Multipliées  par  x'.y,  z'  et  ajoutées,  elles  donnent  d'a- 
bord 

2  a'  ^  O^        Q.}.  ■=  c; 

on  a  d'ailleurs 

dv  I 

d^=  s^^p'-^r\ 
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les  équations  de  la  courbe  se  ramènent  par  conséquent  à 

/"": /  du 

—  Vil+/?'  +  7'  •  J   +  «-1 ex"  =  o, 

clx 

(' )  ^  -i-  sji  ~hp'-i-g'  ■  x'  -{-  ^-^  —  cj"  =  o, 

du 
u  — -  • —  cz    =o. 
dz 

Soient  /,  m,  n  les  cosinus  des  angles  de  la  droite  L,  qui 
serait  à  la  fois  tangente  à  la  surface  et  normale  à  la  courbe, 
au  point  x,y^  z-^  on  aura  évidemment 


d,/. 

du 

du 

/  — 

H- 

m  — - 

->t-  n 

— 

— 

o 

dx 

dj 

dz 

et  les  trois  équations  précédentes,  multipliées  respective- 
ment par  /,  m,  n  donneront 


(2)        VT+/7+Y^  [mx'  —  lj')z=.c  [Ix"  +  my" -+-  nz"). 

Or,  la  droite  L,  la  tangente  T  à  la  courbe  et  la  normale  N 
à  la  surface  étant  perpendiculaires  entre  elles,  et  faisant 
avec  les  axes  des  x,  j",  z  des  angles  dont  les  cosinus  sont 
respectivemen  t 

x' ,       y' ,       z' , 
P  7  —  I 


V'i  -H/^'-f-  <?'         V^I  -f-/»'  +  q''         \J  1  -h p- -h  q' 

si  l'on  prend  L  dans  une  direction  telle  que  la  succession 
des  droites  L,  T,  N  soit  directe,  on  aura 


[mx'  —  ly')  y  I  -^p-  -h  q^  =  i  • 

En  se  rappelant  d'ailleurs  que  px",  py"-,  p  z"  représen- 
tent les  qosinus  des  angles  que  le  rayon  p  du  cercle  oscu- 
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lateur  de  la  courbe  fait  avec  les  axes  des  coordonnées,  ce 
rayon  étant  compté  de  la  courbe  vers  le  centre,  et  en 
désignant  par  9  l'angle  aigu  compris  entre  le  rayon  p  et  la 
normale  à  la  surface,  on  verra  le  second  membre  del'équa- 

tion  (2)  se  réduire  à  dz  -  sin9 ,  le  signe  supérieur  ou  in- 
férieur ayant  lieu  suivant  que  p  fait  un  angle  aigu  ou 
obtus  avec  la  droite  L.  L'équation  dont  il  s'agit  pourra 
donc  s'écrire 

c  sin  9                 sin  9 
i^± 1      ou     =  const. 

p  p 

Concevons  une  surface  développable  -  tangente  à  la 
surface  donnée  suivant  la  courbe  en  question  55  si  la  sur- 
face 2  vient  à  être  redressée  ou  développée  sur  un  plan,  la 
courbe  s  se  transformera  en  une  courbe  plane  dont  la  cour- 
bure est  précisément (n°  13o).  Cette  expression  étant 

constante,  la  transformée  de  la  courbe,  qui  sous  un  péri- 
mètre donné  circonscrit  l'aire  maxima,  sera  un  arc  de 
cercle. 

1-48.  Cherchons  maintenant  les  conditions  auxquelles 
doivent  satisfaire  les  extrémités  de  la  courbe.  La  courbe 
que  l'on  cherche  devant  aboutir  à  la  courbe  donnée  , 
la  fonction  ^^  s'évanouit  aux  deux  limites.  Donc  si  l'on 
appelle  indistinctement  ^,  r, ,  ^  les  coordonnées  de  l'un 
ou  de  l'autre  des  points  extrêmes,  les  termes  aux  limites 
de  la  variation  de  l'intégrale  seront 

/  '    }(_P,j:'  — Q,r'-R,3')0.V+  P,rî;  +-Q,d^„-HR,rîî;j. 

Le  terme  en  os,  ramené  à  — cd{s, — 5,),  disparaît  avec 
la  variation  â  [s^  —  5,)  qui  est  nulle,  la  différence  5, — Si. 
ou  la  longueur  de  l'arc,  étant  constante  ;  et,  en  substituant 
les  valeuis  (]c  I*,  ,  (^,  .  Tx,  .  on  \erra  les  autres  terme-;  se 
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réduire  à 


■f 


(x'o^+j'h-hz'o-Ç). 


Cette  expression  est  identiquement  nulle  lorsque  les 
points  extrêmes  de  la  courbe  sont  fixes  5  mais  en  admettant 
que  ces  points  puissent  se  déplacer  le  long  de  la  courbe 
donnée,  on  aura  pour  chacune  des  limites  la  condition 

exprimant,  comme  il  est  facile  de  le  reconnaître,  que  les 
derniers  éléments  de  la  ligne  cherchée  doivent  être  nor- 
maux à  celte  courbe. 

Parmi  toutes  les  lignes  de  longueur  donnée  tracées  sur 
la  surface  d'une  sphère,  celle  qui  renferme  avec  une 
courbe  donnée  la  plus  grande  aire  possible,  est  donc  un 
arc  de  cercle,  normal  à  cette  courbe  à  ses  deux  extré- 
mités. Si  la  seconde  courbe  est  elle-même  un  grand 
cercle^  la  ligne  demandée  sera  une  demi-circonférence. 

Problème  XV. 

149.  Une  courbe  étant  donnée  sur  une  surface  quel- 
conque^ troui'er  sur  la  même  surface  une  autre  courbe 
de  longueur  donnée,  et  telle  que  la  portion  de  la  sur- 
face circonscrite  par  les  deux  courbes  recouvre  le  plus 
grand  'volume  possible. 

Soit  u  =  o  l'équation  de  la  surface  donnée,  et  considé- 
rons la  portion  de  celle  surface  circonscrite  parles  deux 
courbes  en  question.  Le  volume  du  cylindre  compris 
entre  cette  portion  de  surface  et  sa  projection  orthogo- 
nale sur  le  plan  xy  s'exprime  par  l'intégrale  double 
ffzdydx,  dans  laquelle,  en  vertu  de  l'équation  u  =  o, 
z  est  une  fonction  connue  de  .r,  y.  Admettons  qu'on 
intègre  dabord  par  rapport  à  7,  en  regardante:  comme 
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constante,  et  posons 

v=fzdj, 

l'intégrale  étant  pi'ise  entre  les  valeurs  àej  correspon- 
dantes aux  deux  courbes,  v  sera  une  certaine  fonction  des 
coordonnées  ar,  y  de  la  courbe  cherchée,  et  l'expression 
du  volume  deviendra  fwdx,  ou  Jvx'ds^  en  prenant 
l'arc  s  pour  variable  indépendante.  Cela  posé, le  problème 
reviendra  à  chercher  le  maximum  de  l'intégrale 


£ 


•  vx'  -h /  (^"-+-j'=  -t-z'^—  \)-\-[>-u\ ds, 


la  différence  52 — s^  des  limites  étant  constante,  et  ).,  u 
représentant  deux  fonctions  indéterminées  de  s. 

On  trouve  d'abord,  comme  dans  le  problème  précé- 
dent, les  équations  indéfinies 


(0 


Multipliant  par  x\r',  z'  et  observant  que 


di>         dv     ,  dv 

as        dx  dy 


dv                 du 
[dr^-^^Tx~ 

■  •xt!  x 

dv 

2  A  .7?      =  — -  , 

ds 

]   dv                 du 
\dy           ^  dy 

■9.1' y' 

-2),y'  =  o, 

\                      du 

I                      u.— 

dz 

1  y  z' 

-..lz"=o. 

on  en  tire 


on  a  d'ailleurs 


7.),'  =  o ,       2^  =1  c; 


dv^ 
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les  équations  (1)  deviennent  par  conséquent 

—  zj    -+-  a  — ex    =z  O. 

ilx 

J  ^^" 

(2)  .  {     -\-  Z.T    -i-  l^ Cj"  =  0, 

f  ^"^ 

p.  •— cz=  o. 

Multipliées  respectivement  par  les  cosinus  /,  m,  n  de  la 
droite  L  qui  serait  à  la  fois  tangente  à  la  surface  et  nor- 
male à  la  courbe,  elles  donnent 

z  (  mx'  —  iy)  =  c[ Ix"  4-  mf  -+-  nz"). 

En  appelant /7,  «7  les  dérivées  partielles  de  z,  tirées  de 
l'équation  de  la  surface  ?/  =  o ,  et  0  l'angle  aigu  compris 
entre  le  rayon  de  courbure  p  de  la  courbe  cherchée  et  la 
normale  à  la  surface,  il  est  facile  de  voir,  comme  dans  le 
Problème  XIV,  que 

mx'  —  ly'  =  -  ,        Ix"  -hmj"  +  nz"  =  ± • 

La  ligne  cherchée  sera  donc  caractérisée  par  l'équation 

z  ,      sînô 

;  =±:c , 

v/ 1  -hp'  -hq"-  P 

ou 

a  Z 

-T^  •  =  const. 

sin  9    y'  I  _|..  pi  ^  rf- 

Lorsque  les  points  extrêmes  de  celte  ligne  ne  sont  pas 
fixes,  mais  seulement  assujettis  à  rester  sur  la  courbe 
donnée,  l'équation 

fournie  parles  termes  aux  limites  de  la  variation  de  lin- 
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tégrale,  nous  apprend  que  les  deux  courbes  doivent  se 
couper  sous  un  angle  droit. 

Problème  XVI. 

150.  Étant  donnés  deux  plans  parallèles  et  un  point 
A  dans  l'un  d'eux,  on  se  propose  de  mener  de  ce  point 
à  Vautre  plan  une  ligne  de  longueur  donnée,  telle  que 
l'aire  de  la  surface  cylindrique  ayant  cette  ligne  pour 
directrice ,  et  pour  génératrices  des  perpendiculaires 
terminées  aux  deux  plans,  soit  maximum. 

Prenons  le  plan  renfermant  le  point  donné  pour  plan 
des  xy,  et  pour  axe  des  z  la  perpendiculaire  élevée  au 
point  A  :  soit  /?  la  distance  des  deux  plans  ou  l'ordonnée 
de  rexlrémité  B  delà  ligne  cherchée  AB.  Puisque  la  hau- 
teur h  de  la  surface  cylindrique  est  constante,  l'aire  de 
cette  surface  aura  pour  expression  h  J  sj dx- -\- dj'^ -^  si 
l'on  prend  Tare  s  pour  variable  indépendante,  il  s'agira 
donc  de  trouver  le  maximum  absolu  de  lintésfrale 


■'D' 


î: 


y/.r'2  _|_  j'î  +  ).  [x''  H-y^  _|_  z'=  _  ,)  '  ^, 


"k  étant  une  fonction  indéterminée  de  s. 

Ce  problème  présente  une  particularité  à  laquelle  il 
faut  bien  faire  attention  pour  ne,  pas  introduire  des 
équations  inutiles  et  étrangères  à  la  question.  En  cflet, 
x'  ex.  j'  n'entrent  dans  le  problème  que  par  la  combi- 
naison .-r'^-f-y'^,  en  sorte  qu'elles  ne  constituent  eiîec- 
tivement  qu'une  seule  fonction  à  déterminer-,  rien  dans 
les  données  du  problème  ne  les  distinguant  l'une  de 
l'autre  ,  elles  ne  doivent  donc  pas  être  non  jilus  séparées 
dans  le  calcul.  La  conséquence  est  fju'il  est  inutile 
et  même  illicite  de  faire  varier  séparément  x'  et  y  : 
inutile  parce  (jue  les  conditions  du  problème  ne  h*  de- 
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mandent  pas,  illicite  parce  qu'en  établissant  une  variabi- 
lité hors  de  propos,  on  pourrait  faire  perdre  à  la  vraie 
solution  du  problème  son  caractère  de  maximum. 

En  appelant  a  la  projection  de  l'arc  s  sur  le  plan  xj^ 
on  aura 


da=  yjdx''  -+-  dj' ,      ou      a'  =  \1  ^''' -\-j''t 
et  l'intégrale  qu'il  faut  rendre  maximum  deviendra 


£ 


I  a'  +  l{G''-  +  z''—i)  \ds. 


Au  lieu  de  x, y,  z  elle  ne  renferme  plus  que  deux  fonc- 
tions, c,  s  à  déterminer,   ainsi  que  cela  doit  être. 

La  condition  de  maximum  fournit  les  équations  gé- 
nérales 

a  et  h  étant  deux  constantes  arbitraires,  et,  pour  la  se- 
conde limite  de  la  courbe  restée  indéterminée,  l'équation 
particulière 

(2)  /  '{1  -H2W)  =  o. 


/' 


Celle-ci  donne  rt  =:  o,  et  par  suite 

i\z'  =  b. 


d'où  l'on  tire 


z' 

—  -i-  b  =  o,      dz-\-  bda  z=  o, 


et  en  inteerrant 


Z-j-  b(T  -\-   C  =z.O. 

Si  Ton  compte  l'arc  a  à  partir  du  point  A,  a  devra  s'éva- 
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iiouîr  en  même  temps  que  z,  la  constante  c  sera  nulle,  et 
Ton  aura  simplement 

2  4-   0(7  =  0. 

Telle  est  l'équation  de  la  ligne  cherchée.  Elle  exprime 
que  si  l'on  développe  la  surface  cylindrique  sur  laquelle 
la  courbe  est  tracée,  celle-ci  se  transformera  en  une  droite  5 
la  ligne  cherchée  est  donc  une  hélice.  Quant  à  sa  projec- 
tion sur  le  plan  xy  ou  à  la  forme  de  la  surface  cylindrique, 
elle  reste  indéterminée,  ainsi  que  cela  doit  être. 

Si  l'extrémité  B  était  fixée,  aussi  bien  que  le  point  ini- 
tial A,  rien  ne  serait  changé  au  calcul  précédent  5  la  ligne 
serait  donc  encore  dans  ce  cas  une  hélice. 

M.  Vieille  a  fait  remarquer  [Cours  cT analyse  et  de 
Mécanique  rationnelle^  Paris,  i85i)  que  dans  le  second 
cas,  ou  lorsque  les  points  A,  B  sont  fixes,  le  calcul  des 
variations  ne  donne  plus  cette  solution,  quand  on  fait  va- 
rier séparément  les  coordonnées  a:  et  j' 5  et  il  en  attribue 
la  cause  à  \in  défaut  de  la  règle  d'Euler  pour  les  maxi- 
ma  relatifs.  Il  nous  semble  cependant  qu'il  n'y  a  point  là 
d'anomalie,  et  que  si  le  maximum  n'est  plus  indiqué  par 
le  calcul,  c'est  parce  qu'il  cesse  véritablement  d'avoii* 
lieu,  du  moins  dans  le  sens  analytique,  aucune  relation 
déterminée  entre  x  ^l  y  n'ayant,  plutôt  (ju'une  autre,  le 
vrai  caractère  de  maximum. 

Pkoblème  XVII. 

loi.  Trouver  la  courbe  de  plus  vite  descente  sur  une 
surface  donnée. 

Considérons  un  point  matériel  assujelli  à  rester  sur 
une  surface  donnée  et  sollicitée  par  des  foicos  qucKM)n- 
qucs.  Soit  R  la  résultante  de  ces  forces,  X,  Y,  Z  les  com- 
posantes de  R  suivant  les  axes  des  coordonnées  et  \^  la  vi- 
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tesse,  on  aura 

ds 
dt 
dv  d.r  dy  dz 

dt  ds  ds  ds 


et  par  suite 


V  dv  =  '^dx  +  Ydy  +  Zdz. 


Les  forces  X,  Y,  Z  seront  en  général  des  fonctions  des 
coordonnées  x,  j^  z  du  mobile  5  admettons  que  par  la  na- 
ture de  ces  forces  Xr/x  4-  ^ dy  -\~7jdz  soit  une  différen- 
tielle exacte,  l'équation  précédente  pourra  s'intégrer  im- 
médiatement, et  conduira  à  un  résultat  de  la  forme 

c'  =  2/(Xt/.r +Y^j+Z^3)  =  F(jr,  y,  z)  —  F(x,,  r,,  z;,)-f-c% 

Xi,  j^i,  Zi  étant  les  coordonnées  du  point  de  départ,  pour 
lequel  nous  supposons  la  vitesse  donnée  et  égale  à  c. 

Dans  l'hypothèse  que  nous  venons  d'admettre  sur  la 
nature  des  forces  qui  agissent  sur  le  point  mobile,  la  vi- 
tesse t^  sera  donc  fonction  des  seules  coordonnées  x,  y,  z 
du  point  occupé  actuellement  par  le  mobile,  et  ne  dépen- 
dra nullement  du  chemin  qu'il  a  pu  suivre  pour  y  arriver. 

Le  temps,  exprimé  par  l'intégrale  f  —  >  pendant  lequel 

le  mobile  descend  d'un  point  A  à  un  autre  point  B,  sera, 
au  contraire,  différent  selon  les  dilférents  chemins  qu'on 
l'oblige  de  prendre,  et  il  sera  minimum  poui"  un  certain 
chemin  ou  trajectoire  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Cela 
posé,  si  l'on  prend  l'arc  s  pour  variable  indépendante,  et 
qu'on  représente  par  m  =  o  l'équation  de  la  surface  don- 
née, les  conditions  du  problème  seront 

f—  =  mm.,     x'^  +  r" -f- ='' =  I ,     «  =  o, 
^    (> 

et  la  question  reviendra  à  chercher  le  minimum  absolu  de 
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1  intégrale 


I 


H  >.(x'-  +  j'-  -\-  z'-  —  \)-{-  au  ^  ds, 


À,  p.  étant  (les  fonctions  indéterminées  de  s. 
On  a 

V=  -  4-)-(-r''4->''  -f-s"  _  i)+  'j.«  =  -  , 

^               i    dv  du  ^  .     , 

P  = ^         ^.^        ,  P,  r=?.AX, 

^  I    t/c  r/«  _^  .     , 

I    f/f  du  „  .    , 

c^  az  az 

et  les  équations  indéfinies  deviennent 

I    dv  du  .    ,  ^     „ 

-  —  —  +  p 2A  .r'  —  2X.r-    =  O  , 

i>^  (Ix  d.x 

(l)  < ^u.- it.'j—ilr    =  o , 

1  .'^  dy  dy 

I    r/c  r/« 

i'^  ^z         '^  r/z 

Multipliées  respectivement  par  x',  j^.  z'  et  ajoutées,  elles 
donnent 

v'  , 

—  +  2/    =  O, 

f 

dont  l'intégrale  est 

I 

2  A  =  /. 

V 

En  examinant  les  termes  aux  liniilcs,  on  verrait  que  la 
constante  h  est  nécessairement  nulle,  en  sorte  qu'on  a 
simplement 

2>=:. 
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Concevons  que  par  le  point  a:,  j^  z  on  mène  dans  le 
plan  tangent  à  la  surface  une  droite  L  normale  à  la  courbe 
cherchée  et  faisant  un  angle  aiguo  avec  le  rayon  de  cour- 
bure p  de  cette  courbe;  désignons  par  /,  m,  n  les  co- 
sinus des  angles  que  cette  droite  L  fait  avec  les  axes  des 
j:,y,  25  nous  trouverons,  en  multipliant  respectivement 
par  Z,  ///,  n  les  équations  (i),  et  ajoutant, 

dç  di>  d(f\        aX 

/  - —  -i-  m r-  n  —  )  —  - —  ces  'îf  =  o. 

dx  dj  dzj         p 

Mettons  pour  2X  la  valeur  que  nous  venons  de  trouver,  et 
rappelons-nous  que 

di'  di'  de 

dx  dy  dz 

il  viendra 

(2)  — (/X -t-///Y4-«Z)H coS(j)  =  o. 

Enfin,  si  l'on  appelle  ^  l'angle  compris  entre  la  résul- 
tante R  et  la  droite  L,  celte  équation  s'écrira  plus  simple- 
ment 

CCS  ^  =  R  ces  ij;  • 

P 

Or,  on  sait  que  la  force  centrifuge  est  égale  à  -  et  que  sa 

direction  est  opposée  à  celle  du  rayon  de  courbure  p. 
Ainsi  le  premier  membre  leprésente  la  force  centrifuge 
estimée  suivant  la  droite  L,  tandis  que  le  second  membre 
exprime  la  force  R  estimée  suivant  la  même  direction. 
Ces  deux  composantes  étant  égales,  on  en  conclura  que 
la  pression  exercée  dans  la  direction  latérale  L  par  le 
mobile  sur  sa  trajectoire,  lorsque  celte  trajectoire  est  une 
brachistoclirone,  est  le  double  de  celle  qui  aurait  lieu  en 
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vertu  de  la  seule  force  R,  si  la  vitesse  p"  était  nulle,  c'est- 
à-dire  si  le  point  matériel  était  en  repos;  en  d'autres 
termes  :  la  force  centrifuge  "vient  s  ajouter  aux  forces 
réelles  de  manière  à  produire  une  pression  latérale 
double.  C'est  la  propriété  la  plus  générale  de  la  ligne  de 
plus  vite  descente  sur  une  surface  quelconque. 

152.  Dans  le  cas  particulier  où  le  mobile  est  soumis  à 
la  seule  action  de  la  pesanteur,  on  a,  en  faisant  coïn- 
cider l'axe  des  z  avec  la  direction  de  la  pesanteur,  et  en 
désignant  par  g  l'accélération  dans  la  chute  libre, 

X  =  o,     Y  =  o,     Z  =  g, 
'''  =^fgdz  =  2g{z  -h); 

l'équation  (2)  devient  alors 

2(2  —  h)  cos® 

P  =  n '• 

Si  l'on  prolonge  la  droite  L,  qui  est  à  la  fois  tangente 
à  la  surface  et  normale  à  la  courbe,  jusqu'à  ce  qu'elle 
rencontre  un  certain  plan  horizontal  dont  l'équation  est 
z  =  /î,  et  qui  passerait  par  le  point  de  départ  du  mobile 
si  la  vitesse  initiale  était  nulle,  cette  droite  ou  normale 

z  /z 

aara  pour  expression  :  la  dernière  équation  ex- 
prime donc  que  le  ravou  de  courliiiie  de  la  brachislo- 
chrone  est  le  douhlp  de  la  projection  de  la  normale  ainsi 
déterminée  sur  le  plan  osculateur  de  la  courbe. 

153.  Revenons  au  cas  général,  où  les  forces  X,  Y,  Z 
sont  assujetties  à  la  seulecondition  que  \dx-\-Y  dy-i-Zdz 
soit  une  différentielle  exacte,  et  supposons  que  le  mobile 
soit  entièrement  libre,  en  sorte  que  le  chemin  qu'on  lui 
fait  suivre  puisse  être  choisi  parmi  toutes  les  couibes  dans 
l'espace  menées  entre  les  mêmes  points  extrêmes,  la  con- 
dition M  =  o  n'ayant  ))lus  lieu,  le  faclenr  y.  sera  nul  5  on 

IV.  2U 
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aura  d'ailleurs,  comme  auparavant, 

les  équations  (i)  deviendront,  par  conséquent, 

— i>  x'  -+-  v.r    =  O, 

if.v 

'3)  (^-c/r'  +  rr"=o, 

V   Z    -\-  VZ     Z=I  o . 

dz 

En  désignant,  pour  un  moment,  par  a,  jS,  y  les  angles 
que  la  normale  au  plan  osculateur  de  la  courbe  fait  avec 
les  axes  des  x,  j,  z,  et  multipliant  respectivement  par 
cosa,  cosjS,  cosy  ces  dernières  équations,  on  trouve 

d(>  de  dv 

-—  ces  a.  ->r  -r-  CCS  p  +  -r  ces  7=0, 

dx  dy  dz 

ou 

Xcosa  +  Ycosp  +  ZCOS7  =  0  ; 

et  l'on  en  conclura  que  la  résultante  R  est  perpendicu- 
laire à  la  direction  déterminée  par  les  angles  a,  (3,  y, 
c'est-à-dire  que  le  plan  osculateur  de  la  courbe  contient 
la  résultante. 

D'ailleurs,  si  l'on  appelle  w  l'angle  compris  entre  la 
résultante  E.  et  le  rayon  de  courbure  p,  les  mêmes  équa- 
tions (3),  multipliées  respectivement  par  .r",  y" ,  z" ^  don- 
nent 

(4)  =  R  cosw, 

p 

et  Ton  en  conclut  :  1°  que  l'angle  w  est  >90°,  en  sorte 
que  le  rayon  de  courbure  p  est  directement  opposé  à  la 
projection  de  la  résultante  sur  le  plan  normal  à  la  courbe; 
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li"  que  la  pression  totale  exercée  par  le  mobile  sur  sa  tra- 
jectoire est  double  de  celle  qui  aurait  lieu  si  la  vitesse 
était  nulle. 

154.  Considérons  maintenant  le  cas  plus  particulier 
où  le  mobile  est  sollicité  par  une  seule  force  centrale.  En 
prenant  le  centre  de  la  force  pour  origine  des  coordon- 
nées, on  a 

cU>  X 

<'  —  =  X  =  R  - , 

dx  r 

dv  Y 

dy  r 

C—   =  Z  =r  R-, 

az  r 

r  étant  le  rayon  vecteur  ou  la  distance  du  mobile  au 
centre*,  et  les  équations  (3)  deviennent 

V   X    -\-  V.T     =  O, 

^  _  „'  y'  +  „r"  =  o, 

i>'  Z     +  CZ      =0. 

cr 

En  éliminant  R  entre  les  deux  dernières,  on  trouve 

-  ^'ifz'  -z/)  +  v{yz"  -zj")  =  o  ; 

on  obtiendra  des  résultats  analogues,  en  éliminant  I» 
entre  la  première  et  la  troisième  ou  entre  les  deux  pre- 
mières équations,  et  Ton  aura  ensuite,  en  intégrant, 

yz'  —  zj'  =  av, 
zx  —  xz  ■=■  bv, 
xy'  — yx'  =  ce , 

<7,  /?,  c  étant  des  constantes  arbitraires.  Ces  Irois  équa- 

20. 
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lions  multipliées  respectivement  par  x,j^,  z  donnent 

ax  -\-  by  -\-  cz^^  o, 

équation  d'un  plan  passant  par  le  centre.  Il  en  résulte  que 
la  ligne  de  plus  vite  descente  est  une  courbe  plane 5  elle 
est  d'ailleurs  caractérisée  par  l'équation  (4). 

Lorsque  le  point  mobile  est  sollicité  uniquement  par  la 
pesanteur,  on  a 

R=:g-,       i>^=1g{z—  h); 

l'équation  (4),  devenue 

p  =  —  2  (~  —  II)  séc  w , 

exprime  alors  que  le  rayon  de  courbure  est  le  double  de 
la  normale  prolongée  jusqu'à  la  rencontre  du  plan  z  =  h^ 
propriété  bien  connue  de  la  cycloïde. 

ProblIsme  XVIII. 

1S5.  Tromper  la  courbe  de  plus  vite  descente  dans  un 
indieu  résistant  homogène. 

Nous  admettons  comme  évident  que  la  courbe  doit  être 
comprise  dans  un  plan  vertical,  et  nous  désignons  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  couibe  par  x,  j'", 
en  faisant  coïncider  l'axe  des  j  avec  la  direction  de  la 
pesanteur  ;  nous  prenons  d'ailleurs,  comme  auparavant, 
l'arc  s  pour  variable  indépendante.  Cela  posé,  soit  v  la 
vitesse,  g  l'accélération  dans  la  chute  libre,  cp{^')  la  ré- 
sistance, qui  doit  être  vuie  certaine  fonction  de  la  vitesse^ 
l'équation  du  mouvement  sera 

dv        (le  ds 
^■^         '  ^   ^        dt        ds  dt  ' 

et  le  temps  aura  pour  expression    /  —  En  regardant  x, 
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j  ,  i^  comme  trois  fonctions  de  s  qu'il  s'agit  de  déterminer, 
on  aura  donc  entre  ces  fonctions  les  deux  relations 

j:'=-hj"=l,       i'i>' -{- <f  {i>)  —  gjr' =z  o  , 

et  le  problème  reviendra  à  chercher  le  minimum  absolu 
de  l'intégrale 


rt; 


4_x(^'2  +  y2_  i)  _^  ^[çi>'+  r^{i,)  -  g/]    dx. 


Si  dans  les  formules  générales  du  n"  131  on  remplace 
z  par  p-,  on  aura 

V  =  --h'^{x"^j"  —  i)-h  iJ.[vi>'-\-<j{u)  —  gy]=  i, 

P,=  2)ix',        Q,  =  2)ij'—  (X^,         R,=  pi', 

et  la  règle  de  minimum  conduira  aux  équations 

12  y  ar'  +  2  /.  jc"  =  o , 
—  -,  —  u'v  -\-  ao'  {j>)  =  O. 

Multipliant  les  deux  premières  par  j/,  y'  et  substituant  à 
gy'  sa  valeur  P-i^'-f-  (p  (t/),  il  vient 

2a' fA'[c/ -f-  ç(c)]  =:  O. 

La  troisième  équation  multipliée  par  \^  se  transforme  en 


a) 


fis 


3lO  CALCIL    DES    VARIATIONS. 

retranchant  celle-ci  de  la  précédente,  on  trouve 

cl 


d\        d.^(f( 


0 


ds  ds  ds 

et,  eu  intégrant, 

2>.  —  p<p{(')  —  -  =/•• 

La  considération  des  termes  aux  limites  de  la  variation 
de  l'intégrale  proposée  fera  voir  que  la  constante  h  est 
nécessairement  nulle,  en  sorte  que  cette  équation  devient 
simplement 

(2)  2>  —  fA<J,  ((<)  —  -   =  0. 

On  trouve  d  ailleurs,  en  intégrant  les  deux  premières 
équations  (i), 

I-2.\x'  =.  a, 

rt,  b  étant  deux  constantes  arbitraires.  Ajoutant  les  deux 
relations  primitives 

[   w'  -\-^[v)  —  gf  —  o, 

nous  aurons  cinq  équations  (2),  (3),  (4)  entre  lesquelles 
nous  pourrons  éliminer  les  quatre  inconnues  1,  y.,  od ^y' . 
Ce  calcul  effectué  donne 


')'|-(^^')>"-| 


^   hn{'')^  j , _  (^""'-^y('oy  \ ^ ^^,,,:  ; , _  •^? (•■)  +  ?(•')' r. 
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équation  qui  déterminera  (^  en  fonction  de  s.,  aussitôt  que 
la  forme  de  la  fonction  (^  (p»)  ou  la  loi  de  la  résistance  sera 
connue.  Reportant  la  valeur  de  v  ainsi  obtenue  dans  l'é- 
quation 

w' -|-9((')  — gj' =  o, 

on  en  déduira  ensuite  une  équation  entre  j'  et  s  qui  sera 
l'équation  de  la  courbe  chercliée. 

156.    Lorsque  la   résistance  ^{^)   est  nulle,   les  deux 
dernières  formules  se  réduisent  à 

1  — ^  =  «'  "S     '■"  —^y  =  o  » 

dont  la  seconde  s'intègre  immédiatement  et  donne 

v'z=ig[y  —  c). 

Substituant  dans  la  piemière  équation  la  valeur  de  vv' 
fournie  par  la  seconde,  on  trouve  d'ailleurs 

fl^pi'  =:  I  — y'"'; 

enfin,  quand  on  élimine  v^  entre  celte  équation  et  la  pré- 
cédente, il  vient 

(ly  I 

—  =±sji—'}.a'g[y—c), 

d'où  Ton  tire  successivement 

dx 


h-   =±v/2«=§'(7— c'), 


dx=.±dyJ-   ''"'Six-c^     ^ 

résultat  dans  lequel  il  est  facile  de  reconnaître  l'écjuaiion 
diflércnticlle  de  la  cyrloïde. 

lo7.   ChcrcluTi-  inait»lenaiil  (lucllcs  sont,  dans  le  cas 
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général,  les  équations  aux  limites  auxquelles  doivent  sa- 
tisfaire les  extrémités  de  la  courbe.  Eu  désignant  par  |, 
>;,  y  les  valeurs  de  x,  y,  v  correspondantes  à  l'une  ou  à 
l'autre  des  extrémités,  on  verra  les  termes  aux  limites  de 
la  variation  de  l'intégrale  se  réduire  à 


r,.. 


—  fiB{s^  — s,) ->r  ï      {aèl,-\- bèn  -^  \>.i'8'j). 

La  variation  de  l'arc  ^2  —  v,  étant  arbitraire,  ces  termes 
égalés  à  zéro  fournissent  d'abord  la  condition  A  =:  o,  déjà 
admise  par  anticipation. 

Ayant  tenu  compte,  au  moyen  du  facteur  fx,  de  la  re- 
lation qui  existe  en  un  point  c|uelconque  entre  la  vitesse  p* 
et  les  coordonnées  x,  y,  nous  sommes  dès  à  présent  au- 
torisé à  regarder  la  variation  âv  comme  arbitraire  et  in- 
dépendante des  vainations  d^,  Sr:.  Donc,  si  l'on  suppose 
que  la  vitesse  soit  donnée  au  point  de  départ  A,  mais 
qu'elle  ne  le  soit  pas  au  point  d'arrivée  B,  on  devra 
rendre  nul  le  coefficient  p  de  <5v  à  la  seconde  limite^  dès 
lors  les  équations  (3),  donnant  pour  cette  même  limite         ) 

x'         y' 

montrent  qu  au  point  B  la  tangente  à  la  brachistochrone 
fait  avec  les  axes  des  coordonnées  des  angles  dont  les 
cosinus  sont  dans  le  rapport  de  a  à  h. 

Lorsque  les  points  extrêmes  A,  B  ne  sont  pas  fixes, 
mais  seulement  assujettis  à  rester  sur  deux  courbes  don- 
nées, l'équation 

a^'i  -\-  h  Or,  =  o, 

qui  doit  subsister  aux  deux  limites,  montre  que  la  tan- 
gente à  chacune  des  courbes   limites  aux  points  A,  B  est 
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normale  à  la  direction  déterminée  par  des  cosinus  pro- 
portionnels à  a,  b. 

On  en  conclura  sans  peine  que  si  l'on  cherche  entre 
deux  courbes  données  la  ligne  de  plus  vite  descente  dans 
un  milieu  homogène,  résistant  suivant  une  loi  quelcon- 
que, ces  deux  courbes  doivent  avoir  leurs  tangentes  paral- 
lèles aux  points  de  dépari  et  d'arrivée  du  mobile,  et  que 
le  mobile  doit  rencontrer  la  seconde  courbe  sous  un  an- 
gle droit,  quelle  que  soit  d'ailleurs  sa  vitesse  initiale. 

Ce  résultat  est  identique  avec  celui  que  nous  avions  déjà 
trouvé  pour  la  brachistochrone  dans  le  vide  (Probl.VIl). 

Problème  XIX. 

158.  Trouver  la  position  que  doit,  prendre  un  fil 
Jlexible  et  inextensible  sur  une  surface  donnée,  pour 
que  son  centre  de  gravité  soit  le  plus  bas  possible.  — 
On  sait  que  dans  cette  position  le  fil  sera  eu  équilibre. 

Supposons  que  l'axe  des  z  coïncide  avec  la  direction 
de  la  pesanteur,  l'ordonnée  verticale  du  centre  de  gravité 
du  fil  sera 

fzds 

C'est  l'expression  qu'il  faut  rendre  maximum  sous  la 
condition  que  fds  ou  la  longueur  du  fil  reste  constante, 
et  c[ue  les  coordonnées  x,  y,  z  satisfassent  d'ailleurs  à 
léquation  de  la  surface  donnée,  «  =  o,  ainsi  qu'à  la 
relation  x''^  -+-  j'^  ~\-  z'^  :=  i .  Le  problème  revient  donc  à 
chercher  le  maximum  absolu  de  l'intécrrale 


I 


-h\{x"-{-  j>'  +  z"  —  i)-Jry-ii\(is, 


la  dilïérenc  c  s.2  —  5,  des  limites,  ou  la  longueur  de  la 
«ourbe,  étant  constante,  et  X,  [j.  désignant  deux  fonctions 
indéterminées  de  s. 
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On  a 

Y  =  z  -\-y  U:''-\-  j'--+-z'^—  i)-\-^u, 
(lu  du         ^  du 

dx  ^        '    dy  ^  dz 

P,=  a/.x',       0,=  2>.jr',      R,=  2Az', 

et  les  équations  indéfinies  deviennent 

du 

M.  — 2  A    ^    2  ).  x'    =  O, 

dx 

(l)  /  f^_^_2/'j'—   2>j"=0, 

(/«  ,  , 

I   -h  a  — 2  A   3     —  2  A  C     z=  \i. 

dz 

Multipliées  para.',  j',  2',  elles  donnent 


Soient  /,  171.  n  les  cosinus  des  angles  de. la  droite  L  qui 
tangente  à  la  fois  à  la  surface  et  normale  à  la  courbe  ferait 
un  angle  aigu  avec  le  rayon  de  courbure  p  ;  si  l'on  multi- 
plie respectivement  par  /,  f?i,  n  les  mêmes  équations  (i), 

il  vient 

n  —  2  A  (  Ix"  -h  nij"  -f-  nz"  )  =  o, 

OU  bien 

(z  —  c)    . 

p  = sm  B, 

n 

6  étant  l'angle  aigu  compris  entre  le  rayon  de  courbure  p 
du  fil  et  la  normale  à  la  surface.  Pour  interpréter  cette  for- 
mule, nous  ferons  observer  que est  la  normale  à  la 

'■  n 

courbe  menée  dans  le  plan  tangent  à  la  surface  et  pro- 
longée jusqu'à  un  certain  plan  horizontal  dont  Téquation 
est  z  =  c.  Donc  le  rayon  de  courbure  p  est  égal  à  la 
projection  de  la  normale  ainsi  déterminée  sur  le  plan 
osculalenr  de  la  courbe,   propriété  analogur  à  celle  de 
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la  chaiueltc.  Si  l'on  appelle  L  la  longueur  do  la  normale 
dont  il  s\igit.  il  viendra 

|^  =  sinO; 

on  a  d  ailleurs,  d'après  le  théorème  de  Meunier, 

0 

--  =:  COS  9, 

po  élanl  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  pas- 
sant par  la  tangente  à  la  courbe.  Il  en  résulte 

tang  9  =  ^  » 
L  Oq 

formules  qui  serviront  à  calculer  la  grandeur  et  la  direc- 
tion du  rayon  de  courbure  p,  lorsque  la  direction  de  la 
tangente  sera  donnée. 

159.  En  appelant  ç,  ^,  i^  lés  coordonnées  de  l'une  ou 
de  l'autre  des  extrémités  du  fil,  on  verra  les  termes  aux 
limites  de  la  variation  de  l'intégrale  proposée  se  réduire  à 


f'- 


'5, 

La  différence  s* —  ^i,  ou  la  longueur  de  la  courbe,  étant 
constante,  le  terme  00(^2  —  5i)  est  identiquement  nul-, 
quant  aux  autres  termes,  ils  fournissent  pour  chacune 
des  limites  la  condition 

x'  3  ç  -h  y  âri  -h  z'  Se,  =  O  , 

exprimant  que  si  les  points  extrêmes  du  fil,  au  lieu  d'être 
fixes,  peuvent  glisser  le  long  de  deux  courbes  données,  le 
lil  se  placera  de  manière  h  avoir  ses  extrémités  normales 
à  CCS  couibcs  limites. 
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Applications  k  des  intégrales  doubles.  —  Maximum  ou  minimum  de 
l'intégrale  f f  {z  —  px  —  qyyndydx.  —  Maximum  ou  minimum  de 
ff\Jp'  -i- 9' ctydr.  —  Maximum  ou  minimum  àeff{z  — px  —  qx)dj^dx, 
l'intégrale  ff  \p--\-q-  dydx  étant  constante.  —  Surface  à  aire  minimum  . 
—  Surface  dont  le  centre  de  gravité  est  le  plus  bas  possible.  —  Surface 
renfermant  un  volume  donné  et  dont  le  centre  de  gravité  est  le  plus 
bas  possible.  — ^  Surface  à  aire  minimum  recouvrant  un  volume  donné. 


160.  Dans  cette  nouvelle  leçon  nous  avons  à  donner 
quelques  exemples  de  la  recherche  des  maxima  et  mininia 
des  intégrales  doubles.  Les  règles  et  formules  générales 
relatives  à  ce  cas  avant  été  exposées  avec  détail  daus  la 
VII^  leçon,  nous  n'avons  pas  à  y  revenir,  d'autant  plus 
que  nous  conserverons  avec  soin  les  notations  adoptées. 

Problème  XX. 
Trouver  une  surface  telle,  que  l  intégrale 

1  l        v"'dydx 

soit  maximum  ou  minimum,  u  étant  la  portion  de  Vaxc 
des  z  comprise  entre  V origine  et  le  plan  tangent  à  la 
surface  au  point  x,,y,  z. 
On  a 

V  ~  z  —  px  —  qy,        V  —  ('"•■  =z  [z—px  —  qjY, 


ai>plii:âtions  a  des   intégrales  doubles.         3i^ 

1  eciuation  iiiueunie  ja r- =  o  devient  par  con- 

^  Ux         dy  '■ 

séquent 

/       3  dv  ch  \ 

ç-n-2  1  „^:r  —  +y-~      =o, 

\m  —  i  dx  dy  j 

-r-t  -r-  élant  les  dérivées  partielles  de  v  considéré  comme 
dx.     dy 

fonction  immédiate  dex,j)'.  Cette  équation  est  satisfaite, 

1°  si  l'on  fait  t»  =  o,  valeur  qui  rendrait  l'intégrale  nulle 

et  donnerait  pour  solution  une  surface  conique  ayant  son 

centre  à  l'origine  des  coordonnées 5  2"  si  l'on  fait 

,  ,  3  dv  dv 

(i  '•-{-■r—  +  j-r-  =  Oi 

m  —  I  dx  dy 


nous  ne  nous  occuperons  que  de  cette  seconde  solution. 

L'équation  (1)  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
par  rapport  à  v  s'intègre  facilement  par  la  méthode  ordi- 
naire et  donne 

3 

0'' 


OU 


^-m  p   /J 


77 


F  étant  une  fonction  arbitraire.  C'est  encore  une  équa- 
tion aux  dérivées  parlicllos  du  premier  ordre  relativement 
k  z-^  en  l'intégrant,  et  faisant,  pour  abréger, 


on  aura 
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Telle  est  rintégrale  générale  de  réquation  (i).  KWe  repré- 
sente une  infinité  (le  surfaces  distinctes,  suivant  les  formes 
assignées  aux  fonctions  arbitraires  ©  et  ^. 

161.  Lorsque  les  limites  de  l'intégrale  sont  fixes,  ainsi 
que  les  valeurs  correspondantes  de  z,  ou  lorsque  la  sur- 
face doit  être  circonscrite  par  un  contour  donné,  la  règle 
de  maximum  ne  fournit  point  d'équations  aux  limites, 
et  les  fonctions  arbitraires  seront  déterminées  par  la  con- 
dition même  que  la  surface  passe  par  ce  contour.  Mais  si 
l'on  donne  seulement  les  valeurs  limites  de  x,  y,  ou  la 
projection  du  contour  sur  le  plan  xy,  sans  les  valeurs 
correspondantes  de  z,  la  condition  de  maximum  ou  de 
minimum  exige  qu'en  chaque  point  du  contour  on  ait 

Q  6?,r  —  Pdj  =  o 
ou 

(3)  v"*-' [yfi.T—  X(lj)  =o. 

Le  facteur  yflx  —  Xffy  ne  peut  être  nul  que  lorsque  la 
projection  du  contour  est  une  droite  passant  par  l'origine 
des  coordonnées;  pour  toute  portion  du  contour  qui  ne 
remplit  pas  cette  condition,  on  aura  donc  p-  =  o,  et  par 
suite 

=  o,        ,|;  (-  )  =o; 


ajoutons   que  sur  cette  partie  du  contour  le  rapport  - 

varie  nécessairement  d'un  point  à  l'autre,  et  nous  en 
conclurons  que  la  fonction  i|/  est  nulle  en  général  ou  pour 
chaque  point  de  la  surface.  L'équation  (2)  réduite  à 


représente  alors  une  surface  coni(|ue  ayant  son  somme! 
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à  l'origine  des  coo  rdonnées.  La  valeur  de  u  qu'on  en  dé- 
duit étant  constamment  nulle,  celle  de  l'intégrale  est 
aussi  nulle,  et  l'on  comprend  sans  démonstration  que 
c  est  un  vrai  minimum,  du  moins  lorsque  l'exposant  /n 
est  un  nombre  pair  et  positif. 

162.  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  contour  n'est 
pas  donné,  mais  seulement  assujetti  à  rester  sur  deux  ou 
plusieurs  surfaces  données:  soient  p',  q'  les  dérivées  par- 
tielles de  z  relatives  à  l'une  de  ces  surfaces,  on  aura  pour 
la  portion  du  contour  quelle  doit  renfermer 

OU 

e,»"-.  )  v^mx{p  —  p')  ^  myiq  —  q')[=zo, 

équation  qui  sera  satisfaite,  soit  par 

('  =  G, 

soit  par 

z—p.T.  —  qj  m 


■p  ^  —  q  y 


La  première  solution  v  =z  o  ramène  la  surface  conique 
du  cas  précédent;  la  s;'conde  exprime  que  si  l'on  mène 
des  plans  tangents  à  la  surface  cherchée  et  à  la  surface 
terminale  par  un  point  quelconque  de  leur  ligne  d'inter- 
section, les  portions  de  Taxe  des  z  comprises  entre  l'ori- 
ine  et  ces  deux  plans  seront  entre  elles  dans  le  rapport 


constant 


163.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  admis  implici- 
tement que  l'exposant  m  était  plus  grand  que  l'unité.  Au 
lieu  de  nous  arrêtera  discuter  le  cas  de  /n  =  i  ou  ///<^i, 
considérons  le  ]Moblèm('  plus  général  où  l'on  <  lu  iche  le 


320  CAL,CI)L    DES    VARIATIONS. 

maximum  ou  le  minimum  de  l'intégrale 

j        j       f[v].djd.r., 

dans  laquelle 

■  v=z—px  —  fiy. 
Nous  avons 

V=/(.0,      N=/'(.0,      P  =  -.r/'(,.),      Q  =  _j/'(,>). 
L'équation  indéfinie 

équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  lors- 
qu'on y  regarde  f  [v]  comme  fonction  immédiate  de  x, 
y,  s'intègre  sans  peine  par  la  méthode  ordinaire  et  donne 


./'(,.)=  F  (^), 


F  étant  une  fonction  arbitraire. 
Soit,  par  exemple, 

/('')  =  log"» 
on  aura 


et 


/'(..)  =  -::,     -=F(^),     .  =  ..^F,(^), 


z  — x^F,  (  -  )  =px  +7J. 


En  intégrant  de  nouveau,  il  vient 


f^  et  '^  étant  deux  fonctions  arbitraires. 
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Problème  XXI. 
16i.    Trouver  la  surface  pour  laquelle  l'intégrale 


•r, 


soït  un  maximum  ou  un  minimum,  p  et  q  étant  les  dé- 
rivées partielles  de  V ordonnée  z  de  la  surface. 
On  a 


V  =  vVT7=,      N=o,       V=--L=,      Q=:.,     ^ 

l'équation  indéfinie  est 

(j-  r  —  2.pqs-\-p^  t  =  o, 
d'ovï  Ton  tire,  en  intégrant, 

(l)  Y  =  x-fiz)-h-H^), 

ç  et  tp  étant  deux  fonctions  arbitraires. 

Lorsque  les  limites  de  l'intégrale  sont  déterminées,  ou 
quand  on  connaît  les  deux  parois  cylindriques  )=>j. 
y=y^,  et  les  deux  plans  x=a\^  x  =  .r,  qui  doivent 
circonscrire  la  surface  clierchée,  sans  que  son  contour 
dans  l'espace  soit  donné,  on  doit  avoir  en  chaque  point 
du  contour 

O  (Ix  —  Pdf  =  o,      ou     f/(/x  —  pdy  =  o, 

équation  qui  exprime  que  la  surface  clierdiée  doit  ren- 
conticr  sous  un  angle  droit  les  deux  parois  cylindricjues, 
ainsi  que  les  deux  plans  limites.  Dans  le  cas  plus  général 
où  le  contour  est  assujetti  à  rester  sur  des  surfaces  don- 
nées (juelconques,  si  l'on  appelle  //,  q'  les  dérivées  par- 
tielles de  z  relatives  à  chacune  de  ces  surfaces,  on  devra 
avoir  en  chaque  point  de  la  portion  du  contour  qu'elle 
contient 

V  -f •  P(//  —  p)  -h  Q (7'  —  7  '  -  "' 
IV.  21 
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OU 

eL  Ton  en  conclura  sans  peine  que  si,  par  un  point  quel- 
conque du  contour,  on  mène  deux  plans  verticaux,  1  un 
normal  à  la  surface  cherchée,  l'autre  normal  à  la  surface 
limite,  ces  deux  plans  seront  perpendiculaires  entre  eux. 

Problème  XXII. 
165.    Trouver  ta  surface  pour  laquelle  V intégrale 


j        î^—px  —  qy  )  dydx 


soit  un  maximum  ou  un  minimum^  en  même  temps  que 


V  intégrale 


\/p^  -\-  q"- .dydx 

y, 

conserve  une  i^alcur  donnée. 

Ce  problème  se  ramène  à  la  recherche  du  maximum 
ou  minimum  absolu  de  l'intégrale 

/         /       {z  —  px  —  qy-^n  s/p'  -h  q')  dydx, 

dans  laquelle  n   est  une   quantité  constante,    mais   in- 
coiniue. 
On  a 

V  =  z  —  px  —  qy  Sf-  n  sjp''  +  q^ , 


\lp^  H-  q^  ^p 

et  l'équation  indéfinie 

3  A 

7' r  —  2pqs  -h  p'/   —  -  {p"-  -j-  (j-^y , 
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intégrée  par  la  méthode  de  iVIonge,  donne 

(i)  [a:-hs>(z)]'-t-[  r-f-iî-'  2|]'=  — » 

(f  et  '^  étant  deux  fonctions  arbitraires.  La  surface  repré- 
sentée par  cette  équation  est  évidemment  une  surface  an- 
nulaire ou  tore  engendré  par  un   cercle   de  rayon  -  qui 

se  meut  dans  l'espace  suivant  une  loi  quelconque,  en  res- 
tant toujours  parallèle  au  plan  xy.  Si  1  on  nomme  |,  y;,^, 
les  coordonnées  variables  de  son  centre,  on  aura 

et  ces  équations,  lorsqu  on  aura  déterminé  les  deux  fonc- 
tions arbitraires,  représenteront  la  courbe  directrice  que 
le  centre  décrira  dans  son  mouvement.  Les  valeurs  des 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  p  cl  q  seront  d'ail- 
leurs 

■r-t-y(^) 


q  —  ~ 


•^+?(2)l?'(3)+rr-«--v.z)]-y(2) 


166.  Parmi  les  diverses  hypothèses  qu'on  peut  faire 
relativement  aux  limites,  nous  n'examinerons  que  celle 
où  la  siH'face  (i)  doit  se  terminer  dans  deux  ou  plusieurs 
surfaces  données.  Soient  p' ^  q'  les  dérivées  de  z  lelalives 
à  chacune  de  ces  surfaces  terminales,  la  portion  du  con- 
tour qu'elle  doit  contenir  sera  caractérisée  par  l'équation 

V-+-P(p'-;?)H-Q(7'-7)  =  o, 
ou  bien  por 

s  H'  -t-  7' 
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Supposons,  par  exemple,  que  l'une  des  surfaces  limiter, 
soil  un  plan  ayant  pour  équation 

z  =^ax  ~\-  by, 
on  aura 

p'  =  a,      q'  —  h, 

et  l'équation  (3)  se  réduit  à 

np  -\-  bq  ^=^  ^  ■ 

Remplaçant  y)  et  q  par  les  valeurs  trouvées  ci-dessiis, 
il  vient 

(3)  z  4-  «w  (z)  •+•  Z)rî>(;)  =  0; 

et,  en  éliminant  (P  (2) ,  'l'  (2)  à  l'aide  des  équations 

qui  donnent  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  génc'- 
rateur, 

Sous  cette  forme  on  voit  que  le  centre  du  cercle  géné- 
rateur doit  se  trouver  constamment  dans  le  plan  limite. 
Si  la  surface  cliercliée  devait  se  terminer  de  l'autre  côté 
sur  un  second  plan  dont  l'équation  fût 

z  =  rt'j;-!-  b' y, 

on  trouverait  également  pour  l'intersection  correspon- 
dante 

(4)  Z-l-rt'tp  (z)  4- 6'-^(3)  =  0 

et 

d'où  l'on  conclut  que  le  centre  du  cercle  générateur  doit 
se  trouver  aussi  dans  ce  second  plan,  en  sorte  qu'il  se 
mouvra  le  long  de  rintersection  des  deux  plans  limites; 
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la  surlace  cherchée  sera  dojic  un  cylindre  oblique  à  baie 
circulaire,  ayant  pour  axe  l'inlcrscclion  des  deux  plans. 
Leslouctions  arbitraires  o  et  ^  seiont  dans  ce  cas  déter- 
minées par  les  deux  équations   (3)  el  (4),  qui  donnent 

b  —  b'  ,,    .  a  — a' 

'^    '        (ib   — a' b  ab  — ab 

et  la  ionction  z  est  alors  parfaitement  connue,  sauf  la 
constante  «,  dont  on  disposera  pour  faire  prendre  à  l'in- 
légrale  fj \/p^-h(/'  •  dydx la  valeur  constante  qu'elle  doit 
garder.  Il  serait  impossible  d'assujettir  la  fonction  z  à  au- 
ciuie  nouvelle  condition  relative  aux  limites  de  x  5  si  donc 
lesautres  conditions,  qu'on  peut  .se  donner  relativement 
aux  limites,  ne  sont  pas  satisfaites  d'elles-mêmes,  le  pro- 
blème deviendra  impossible,  et  il  n'y  aura  ni  maximum 
ni  minimum. 

Problème  XXIII, 

107.  Trouver  ht  surface  dont  Taire  entre  des  liiniles 
données  soit  la  plus  petite  possible. 

La  différentielle  de  l'aire  étant  y' 1  -\-  p^  -\-  q"^  djdx, 
l'intégrale  qu'il  faut  rendre  minimum  sera 


On  a  ' 

IS  =  o ,      V-- ^- ,      Q  = 


V  I  -t-  />'  -+-  7'  Sji-^p'  -\-  fp 

L'équation  indéfinie  du  problème  et  cjui  doit  détermi- 
ner la  forme  générale  de  la  surface  cherchée,  sera  donc 

,  .  dp  d  a 

(0 


dx 


v/l-f-/^'+7'  '^fs/l+p'+q' 


OU 


{2)  ;  I  -h  r  )  '•  -  2/^7?  -1-  ^  I  H- yy^ )  ^  -  o-, 
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or  elle  exprime  la  propriété  bien  connue,  qu'en  chaque 
point  de  la  surface  minimum  la  som.me  des  deux  cour- 
bures principales  est  nulle,  ou,  en  d'autres  termes,  que 
les  deux  rajons  de  courbure  principaux  sont  égaux  et 
dirigés  en  sens  contraire. 

Lorsque  le  contour  de  la  surface  dans  l'espace  sera 
donné,  les  fonctions  arbitraires  amenées  par  l'inté- 
gration de  l'équation  (i)  seront  déterminées  par  cette 
seule  condition,  et  il  n'y  aura  plus  d'équations  aux  li- 
mites. Mais  si  l'on  assigne  seulement  les  valeurs  limites 
de  X  et  dey,  sans  assigner  les  valeurs  correspondantes  de 
z,  ou  si  l'on  ne  donne  du  contour  que  sa  projection  sur 
le  plan  xj,  on  devra  avoir  le  long  de  cette  projection 

Qdx  —  P  dj  =  o      ou      g  d.T  —  pdj  ^=  o  , 

et  cette  équation  exprime  que  la  surface  minimum  ren- 
contre sous  un  angle  droit  la  surface  ou  les  surfaces  cy- 
lindriques qui  projettent  le  contour  sur  le  plan  xy.  Le 
plan  qui  a  pour  équation  z  =:  c,  satisfait  à  la  fois  évi- 
demment et  à  cette  condition  et  à  l'équation  géné- 
rale (2).  Il  est  donc  la  solution  la  plus  simple  du  problème 
dans  le  cas  dont  il  s'agit  ;  mais  le  difficile  serait  de 
démontrer  qu'il  est  la  seule  solution  possible. 

Supposons  maintenant  que  la  surface  minimum,  au 
lieu  d'être  limitée  par  certaines  courbes  ou  par  cer- 
taines parois  cylindriques,  soit  assujettie  à  se  terminer 
dans  deux  ou  plusieurs  surfaces  données  mais  quelcon- 
ques 5  on  aura  alors  en  chacjue  point  du  contour  entier 

\  -hP{p'-~p)  -hQ{q'  —  g)~0,      uu       ï -+- pp' -^  qq' —  o  , 

équation  qui  prouve  que   la  surface  minimum  rencon- 
trera sous  un  angle  droit  chacune  des  surfaces  limites. 

168.   L  intégrale  générale  de  l'équation  (i),  qui  repré- 
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sente  toutes  les  surfaces  niinima,  a  été  obtenue,  pour  la 
première  fois,  par  Monge,  mais  sous  une  forme  toute  com- 
pliquée d'imaginaires  qui  la  rendait  peu  propre  aux  ap- 
plications. Legendre,  et  plus  tard  INllVI.  Serret  et  Catalan, 
se  sont  occupés  à  leur  tour  de  cette  même  intégrale,  soit 
pour  vérifier  le  résultat  de  Monge,  soit  pour  le  simpli- 
fier. Enfin,  M.  Ossian  Bonnet,  en  développant  les  prin- 
cipes sur  lesquels  Gauss  fonda  ses  belles  recherches  rela- 
tives à  la  théorie  des  surfaces,  a  montré  qvie  ces  mêmes 
principes  conduisent  facilement  à  une  forme  simple  de 
l'intégiale  dont  il  s'agit.  Nous  indiquerons  en  peu  de 
mots  la  marche  suivie  par  M.  Bonnet,  dans  son  excellent 
Mémoire  sur  T emploi  d\ui  nouveau  système  de  variables 
{^Journal  de  Liouvillc,  t.  V,  1860),  pour  obtenir  sous 
forme  finie  l'équation  de  la  surface  mi  ni  ma. 

Soient  a,  j3,  y  les  angles  de  la  normale  à  la  surface 
avec  les  axes  des  coordonnées,  ^  l'angle  avec  le  plan  xz 
du  plan  mené  par  la  normale  parallèlement  à  l'axe  des  z, 

et  posons  77=/  taug  -1   en  sorte  que  tang  -  =  e^  ;  |  et  v) 

sont  les  nouvelles  coordonnées  ou  variables  indépen- 
dantes qu'il  s'agit  de  substituer  à  x,  j.  En  désignant  par  / 
l'unité  imaginaire  V —  i ,  on  aura 

I 

sm  7  = ,      C0S7  = /' tang/>}, 

ces/*)  ^ 

cos  Ç 
cosa  =  siii  7  cosç 


cosp  =  sin7  sin  Ç  = 


cos  11) 

sinÇ 


cos  i  ri 
et  réf(uaLion  aux  dérivées  partielles  (i)  prendra  la  forme 
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OU 


; -y- -\- oos  t----\-i  tans  1 71    cosÇ -T-H-sinE  — 
dx  dy  ■       \  dx  '  dy  j 


Pour  déterminer  les  dérivées  partielles  —•)  —^5  — ,  — , 

dx    dy    dx    dy 

cherchons  d'abord  les  relations  générales  entre  |,  w  et 
X^  y.  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  dun  point  quel- 
conque du  plan  tangent  et  D  la  distance  de  l'origine  à  ce 
plan,  nous  aurons 

X  ces  a  4-  y  cos  jî  +  z  ces  -y  =  D , 

OU,  en  substituant  les  valeurs  des  cosinus  de  a,  (S,  y,  et 
multipliant  par  cos  ir,. 

(  4)  X  cos  H  H-  y  siii  q  +  zi  sin  /»  =  D  cosr/j. 

Cette  équation  ,  dans  laquelle  on  peut  considérer  le  se- 
cond membre  comme  une  fonction  de  |,  yj,  définit  tous 
les  plans  tangents  à  la  surface.  Poui  en  déduire  les  coor- 
données x,y^  z  d'un  poijit  quelconque  de  cette  surface, 
nous  ferons  remarquer  que  ce  point  peut  être  regardé 
comme  l'intersection  de  trois  plans  tangents  infiniment 
voisins,  et  nous  en  conclurons  quex,  y,  z,  substitués  res- 
pectivement à  X,  y,  7.,  doivent  vérifier  l'équation  (4)  et 
(  ette  équation  différentiée  soit  par  rapport  à  ^,  soit  par 
rapport  à  r;,  en  laissant  x,  y,  z  constants.  Donc,  en  fai- 
sant, pour  abréger,  Ç=:  —  D  cos/ï/,  on  a 

X  cos  "c-^-  y  ûwt.  -f-  2  ?  sin  / r,  =  —  Ç , 

\  d-C  ■ 

1  .rsin:— rcosH    =-7:;' 

(5)  ■.  '  dc^ 

de 

ZCO%ir,    = -— • 
dr, 

Telles  sont  les  équations  qui  déterminent  les  coordon- 
nées a:,  j^  z,  lorsque  |,  lo,  Ç  sont  connus.  Si  on  lesdiffé- 
renlie  en  faisant  varier  à  la  fois  x.y^  z,  ^,  y/,  ^,  et  qu'on 


WPLICAïlOINS     A     DES    IWTÉGRALKS    DOUBLES.  ^29 

lasse,  pour  abréger. 


(6) 


tang  /  r, 
d't 


.=;  +  /tang/.-+— , 


dcdr, 


dX.         d-'C 
w  =z  i  tang  ir,  - — h  -— -  ■ 
dr,         drr 


on  trouve,  après  quelques  réductions  faciles, 

dx  cos  ?  +  dj  sin  Ç  =  —  /  tang  ir,  {yd^  H-  ix'dr,  ) , 
n)         l   dx  ûn^ — dy  co^'i  =  udt,  -\-  fdrt, 
dz  COSir,  z=  i)d^  -{-  wdr,. 


En  faisant   tour  à    tour  dy=io^   dx=o^  on  déduit  de 

rfÇ     d^ 
dx     dy 


ces  équations  les  valeurs  des  dérivées  partielles  -r  >  7~' 


— ^?  —  >  et  ces  valeurs  substituées  dans  l'équation  (3)  lui 
font  prendre  la  forme  très -simple 

(8)  u  -(-  «'  =  o. 

Or,  si  l'on  regarde  |,  y?,  à  leur  tour,  comme  des  va- 
riables indépendantes,  la  troisième  des  é<|ualions  (7) 
donne 

dz 

f  =  -r;  COS/r; , 

dz 
M'=  -— •  COS  irr, 
dr, 

on  trouve  d'ailleurs  par  les  équations  (6) 

du  ,   /  <■/>;       d-C,\  d't 

dr.  °       \  ^        dr,         dr:")  d\^-dr. 

dv 
:=  —  -h  wi  tang  ir, 

d'z  dz 

=  -—■  cos  rr,  4-  -7-  /  Sin  /  r,  ; 
rtç'  dr. 
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on  aura  donc,  en  différentiant  par  rapport  à  Yi  l'équation 

H  -\-  W=  O, 

d^'^d^'-'"' 
équation  bien  connue,  dont  l'intégrale  générale  est 

(9)  s  =©(>  +  /•/-,)  -j--i;(Ç  —/■/;), 

çp  et  t^  étant  des  fonctions  réelles  ou  imaginaires.  Toute- 
fois il  faut  observer  que  cette  intégrale  est  plus  générale 
que  l'équation  proposée  (1}  ou  (8),  et  qu'en  déduisant  de 
z  la  valeur  de  ^  au  moyen  de  la  relation 

Ç  =  fz  CCS  ir,  dr, , 

on  devra  déterminer  la  foiiction  arbitraire  de  |,  intro- 
duite par  l'intégration,  de  manière  à  satisfaire  à  la  con- 
dition a  -{-w  =  o. 

Supposons,  par  exemple, 

a,  b  étant  des  constantes  réelles  et  positives,  nous  aurons 
successivement 

z  =  a  t  -i-  br, , 

'C,^Jz  co%ir,dr,  =  J'{a^-\-  b  r,)  cas  i  r,  d /, 
=  —  (aç  -\-  br,)rsm  ir,  —  b  ces  ir,  -h  X , 

X  étant  une  fonction  arbitraire  de  |  dont  X'  et  X'' seront 
les  dérivées  par  rapport  à  |  du  prejnier  et  du  second  ordre  : 

H  =  —  b  ces  />;  H-  X"  H-  X ,      w=  b  cos  ir, , 
hH-«'  =  X"-F-X  =  o, 
et  en  intégrant, 

X  =  C  cos  ç  +  C  sin  Ç. 
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Faisons,  pour   simplifier,  C  =  o,   C'=  o,   il   viendra 
X  =  o, 

u  =r  —  (<7 Ç  H-  br,)  i  sini/i  —  b  cos  ir,  ; 
et  les  équations  (5)  donneront 

IX  =  b  cos  ir,  cos  E  —  ai  sin  ir,  sin  t , 
y  =z  b  cos  //;  sin  Ç  +  ai  sin  //;  cos  ç  , 
Z    r=:  al  -\~   br,  , 

OU  bien,  en  coordonnées  polaires,  si  l'on  fait  x  =  r  cos  w, 
j'^  r=  rsin  0), 

!r  cos  (w  —  Ç)  =  Z»  cos  /r,  , 
r  sin  (w  —  H)  =  «'  sin  / •/; , 
s  =  «H  -h  èv;. 

Les  équations  (lo)  et  (i  i),  en  supposant  qu'on  ait  éli- 
niii'.é  ^,  m,  représentent  une  espèce  particulière  de  surfaces 
miiiima.  Dans  le  cas  particulier  où  a  =  o,  elles  donnent 


,  iz        ^  \    h    ,      ~  b 

r  :=  b  cos  -—  =  -  \  c    ~\-  e 
b         ■?.    ' 

équation  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  une 
chainette. 

Si  b  =  o,  on  a 

TZ  Z 

w   = i , 

2         a 

équation  de  riiéliçoide  gauche  à  plan  directeur. 

Dans  le  cas  général,  où  a  ei  b  sont  quelconques,  Téli- 
mi nation  de  ? ,  y;  donne 


z  —  au  =  rt  arctang-r  1/  — — -^  bl  ^ =i= 

^b  y  r'-\-a'  ^a'-^b' 

équation  qui  représente  évidemment  une  surface  engen- 
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drée  par  le  mouvement  hélicoïdal  autour  de  l'axe  des  s, 
d'une  certaine  courbe  plane  dont  on  trouve  réquatiou 
en  faisant  dans  celle  qui  précède  oi  =  o,r=  x. 

109.  Il  existe  un  moyen  très-simple  de  réaliser  une 
multitude  de  surfaces  à  aire  minima,  c'est-à-dire  à  cour 
bure  moyenne  nulle,  ou,  plus  généralement,  à  courbuie 
moyenne  constante.  M.  Plateau  a  fait  voir,  en  effet,  que 
cette  propriété  d'avoir  sa  courbure  moyenne  nulle  ou 
constante  est  la  condition  d'équilibre  d'une  lame  liquide 
irès-mince,  d'une  bulle  de  savon  par  exemple,  dont  la 
masse  est  sensiblement  nulle,  et  que  l'on  peut  considérer 
pour  cette  raison  comme  soustraite  à  l'action  de  la  pesan- 
teur, comme  soumise  à  la  seule  action  des  forces  molécu- 
laires :  si  celle  lame  est  fermée  de  toute  part  de  manière  à 
emprisonner  une  certaine  quantité  d'aii',  la  courbure 
moyenne  est  constante,  et  plus  ou  moiiis  grande  selon  la 
différence  dts  pressions  intérieure  et  extérieure  5  si,  au 
contraire,  la  lame  est  en  contact,  par  ses  deux  laces,  avec 
l'air  libre,  la  courbure  moyenne  est  nulle. 

En  se  servant,  pour  faire  naître  ces  bulles  ou  lames, 
d'une  solution  de  savon  e.tdc  glycérine  mélangés,  M.  Pla- 
teau a  su  leur  donner  une  persistance  extraordinaire. 
On  peut  alors  étudier  tout  à  l'aise  les  formes  très-di- 
verses, très-originales,  suivant  lesquelles  les  lames  li~ 
([uides  s'arrondissent  ou  s'étalent,  lorsqu'on  les  assujettit 
à  adhérer  aux  contours  de  charpentes  rigides  dessinées  à 
l'aide  de  lils  de  fer  légèrement  oxydés  par  l'acide  niiiique, 
et  qu'on  plonge  un  instant,  pour  les  reiiixn-  presque  sur- 
le-champ,  dans  le  mélange  glycérique.  L'illustre  physi- 
cien a  ainsi  ci-éé  un  procédé  facile  et  charmant  de  résovi- 
dre  expérimentalement  le  problème  de  la  moindre  sui  face 
passant  par  un  contour  donné, 

Veut-on,  par  oxomple,  la  surface  engendrée  pai  la  ré- 
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volulion  d'une  chaînctle  autour  de  sa  directrice,   surface 
à  laquelle  M.  Plateau  a  donné  le  nom  de  caténoïde,  on 
introduit,  au  moyen  d'un  pinceau  imbibé  de  solution  gly- 
cérique,  une  petite quantilédeliquide  entre  deux  anneaux 
circulaires  presque  en  contact  ;  on  soulève  doucement  l'an- 
neau supérieur,  et  l'on  voit  un  caténoïde  laminaire  arron- 
<!ir  sa  surface  entre  les  deux  anneaux.'En  continuant  à  faire 
monter  graduellement  l'anneau,  on  voit  le  caténoïde  se 
resserrer,  s'étrangler  en  son  milieu,  et  bientôt  se  rompre 
pour  se  convertir  en  deux  lames  planes  s'étendant  sur  les 
deux  anneaux.    Cette  rupture  a  lieu  lorsque  la  distance 
des  deux  anneaux  est  à  peu  près  égale  aux  deux  tiers  de 
leur  diamètre,  exactement  comme  l'exige  la  théorie.  Il  ré- 
sulte, en  effet,  de  notre  discussion  du  problème  de  la  moin- 
dre surface  de  révolution  (n°  103),  que  la  chaînette  gé- 
nératrice devient  impossible  lorsque  le  rapport  entre  la 
distance  et  le  diamètre  des  deux  bases,  supposées  égales, 
dépasse  col  (36"  28')  ou  0,662^.  Nous  avons  vu,  en  outre, 
qu'aussi  longtemps  que  cette  limite  n'est  pas  atteinte, 
il  existe  deux  chaînettes  ayant  l'axe  de  révolution  pour 
directrice,  mais  que  c'est  l'extérieure  ou  la  moins  rentrée 
qui  seule  donne  le  minimum.  Or   ce  résultat,  que  nous 
croyons  avoii-  tiré  le  premier  du  calcul  des  variations, 
est  encore  parfaitement  d'accord  avec  l'expérience;  car 
M.  Plateau  avait  déjà  observé  que  des  deux  caténoïdes 
possibles,  c^u'il  a   le   premier  signalés,  c'est  toujours  le 
moins  rentré  qui\se  produit,  et  il  en  avait  conclu  que  le 
caténoïde  intérieur  ou  plus  rentré  est  instable. 

Problème  XXIV. 

170.  C)ualle  jonne  doit  avoii  une  surface  d'étendue 
ou  délire  donnée  pour  que  son  centre  do  gravité  si: 
trouve  le  plus  bas  possdde  ? 

Si  l'on  suppose  que  l'nxe  des  z  c(»ïncid('  avec  la  direc- 
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tion  de  la  pesanteur,  l'aire  U  de  la  surface  sera 

et  l'ordonnée  verticale  de  son  centre  de  gravité 

La  question  consiste  à  trouver  parmi  toutes  les  formes  de 
la  fonction  z  pour  lesquelles  l'intégrale  U  prend  une  cer- 
taine valeur  déterminée,  celle  qui  donne  pour  Z,  et  par 
suite  pour  UZ,  la  plus  grande  valeur  possible-,  ou  à  cher- 
cher le  maximum  absolu  de  l'intégrale 


Jf         I        {z-~a)s/i  -h  p^-^g^.  djc/jc, 


dans  laquelle  a  est  une  nouvelle  quantité  constante  mais 
inconnue,  qu'il  faut  déterminer,  de  manière  à  faire  pren- 
dre à  l'intégrale  0  la  valeur  donnée  qu'elle  doit  avoir. 
On  a 

V=  (z  —  a)  y/i  -i-y;2  4-ç2, 


N=v/n-/^'+'7''       P 


y/i -t-/?-4-7'  sli+p'- 


et  la  forme  générale  de  la  surface  cherchée  sera  détermi- 
née par  l'équation  indéfinie 

(l)        1  -\-p^^q-=[z  —  a]\{l  -i-q^)r—Q.pqs+{l  -^p')t\. 

Cette  équation  exprime  une  relation  remarquable 
entre  les  rayons  de  courbure  principaux  R,  R',  de  la 
surface.    En  elïet,  si  l'on  regarde  chaque  rayon  comme 
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positif,  lorsqu  il  est  dirigé  eu  bas,  c  est-à-dire  lorsqu  à 
partir  de  la  surface  sa  direction  forme  uu  angle  aigu  avec 
le  demi-axe  des  z  positifs,  et  négatif  lorsqu'il  est  dirigé 
eu  haut,  on  aura 

(i-{-<7')r — •2.pqs-\-[\-\-p'^)t I  I 

et  l'équation  (i) ,  devenue 

I  I  I 

R        R' 


z  —  a)  \l  \ -\- p' ->r  q^ 

exprimera  que  le  rayon  de  la  courbure  moyenne  est  le 
double  de  la  normale  prolongée  jusqu  à  un  certain  plan 
horizontal  dont  V équation  est  z  ■=l  a. 

471 .  Lorsque  le  contour  entier  de  la  surface  est  donné, 
la  condition  de  maximum  ne  fournit  aucune  équation 
aux  limites.  Mais  si  l'on  connaît  seulement  la  projection 
du  contour  sur  le  plan  j,y,  ou  les-  valeurs  limites  de  y  et 
de  X  sans  celles  de  z,  on  devra  avoir  eu  chaque  point 
du  contour 

Or/.r  —  P/7v  =  o       ou       qdx  —  pdy  =  o  ; 

équation  qui  exprime  que  la  surface  est  partout  normale 
aux  cylindres  ou  aux  plans  qui  la  limitent  dans  le  sens 
des  X  et  des  y. 

Plus  généralement,  si  le  contour  devait  se  terminer  sur 
deux  ou  sur  plusieurs  surfaces  données,  de  forme  quel- 
conque, on  aurait,  en  représentant  par  p',  q'  les  dérivées 
partielles  de  z  relatives  à  l'une  ou  l'autre  de  ces  surfaces 
icrminales,  la  condition 

V-hPf//-y^)-HQ{7'-'7)  =  o, 
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OU 

I  -h  pp'  -h  qq'  =  O, 

c'est-à-dire  qu'en  chaque  point  du  contour,  la  surface 
chercliée  devrait  couper  les  surfaces  limites  sous  un  angle 
droit. 

172.  La  surface  dont  le  centre  de  gravité  est  le  plus 
bas,  a  beaucoup  d'analogie  avec  la  chaînette,  qui  parmi 
les  courbes  jouit  de  la  même  propriété.  Pour  rendre  cette 
analogie  plus  frappante  encore,  supposons  que  la  surface 
l'epréseiuée  par  l'équation  (i)  soit  un  cylindre  ayant  sa 
génératrice  parallèle  à  l'axe  des  y^  et  cherchons  quelle 
doit  être  alors  sa  forme.  On  aura  dans  ce  cas  q  =  o^ 
s  =  o,  î  =  o,  et  l'un  des  rayons  de  courbure  principaux 
sera  infini,  tandis  que  l'autre  se  réduira , 


R  =  {z  —  a)  \ji-\-pK 

Dans  cette  équation,  qui  détermine  la  forme  de  la  section 
normale  à  l'axe  des  j,  on  reconnaît  sans  peine  l'équation 
de  la  chaînette.  Mais  il  faut  se  garder  d'en  conclure  que 
la  surface  ainsi  déterminée  soit  parmi  toutes  les  surfaces 
cylindriques  celle  dont  le  centre  de  gravité  est  le  plus  bas; 
elle  ne  le  serait  en  effet  que  dans  le  cas  où  la  longueur  de 
la  génératrice  ou  la  différence j^g  — j^  resterait  constante. 
Dès  que  la  différence  j'^?  —  y^  redevient  variable,  la  courbe 
directrice  du  cylindre  cesse  d'être  une  chaînette.  Pour 
trouver,  en  effet,  la  surface  cylindriqiie  dont  le  centre  de 
gravité  est  le  plus  bas,  il  aurait  fallu  dès  le  départ  faire 
entrer  en  ligne  de  compte  la  condition  fj  =  o,  ce  qui 
aurait  modifié  sensiblement  l'équation  générale  (i).  Au 
reste,  cette  dernière  c[U(?stion  est  celle  que  nous  avons 
traitée,  Problème  XI,  en  cherchant  la  forme  d'étpiilibre 
d'un  fil  dont  la  densité  on  l'épaisseur  est  vaiiable. 
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Problème  XX\  . 

173.  Lu  ccrlaifi  volume  de  matière  homogène  est 
termine  en  haut  par  un  plan  horizontal,  en  bas  par  une 
surface  courbe  d^ étendue  ou  d^aire  donnée^  quelle  doit 
être  la  forme  de  cette  surface  pour  que  le  centre  de 
gravité  du  volume  soit  le  plus  bas  possible  ? 

Si  l'on  prend  le  plan  horizontal  donné  pour  plan  des 
xj  et  la  direction  de  la  pesanteur  pour  axe  des  z,  le  pro- 
blème revient  à  cliercher  le  maximum  de  l'intégrale 

/  /         [z"- -{-  1  cz  —  1  a  sj i -{- p'' -\- q-)  dfd.T , 

«,  c  étant  deux  constantes,  qui  pernlettront  d'assignei- 
à  l'aire    de  la  surface  courbe  et  au  volume  les  valeurs 
déterminées  qu'ils  doivent  avoir. 
On  a 

V  =  c-  -f-  nez  —  ia  \J i-^  p'^-'t-  q\ 
^-  ,  ^        ^  — lap  _  — laq 


v'i  4-  /?^  -+-  7'  \j\  -If-  p--+-  q- 

1  J-    •  '      '      1     J  •  A  '^P  ^^Q 

cl  la  condition  générale  de  maximum,  i\ ^  =  o 

dx         dy 

devient 


—  O  , 


a  dx  dy 

ou,  en  développant,  et  désignant  parR,  R'  les  deux  rayons 
de  courbure  principaux, 


R        W  u 

Telle  csl  ré([uaiit)n  de  la  suifacc  cherchée.  Elle  cxpiinic 
IV. 
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qnen  chaque  point  de  la  surface  la  courbure  moyenne 
est.  en  raison  inverse  de  la  distance  à  un  certain  plan 
horizontal  dont  l'équation  est  z  -\-  c  :=.  o. 

La  surface  devant  aboutir  sur  tout  son  contour  au  plan 
xj,  les  valeurs  limites  de  z  sont  nulles;  si  celles  de  x,  y 
ne  sont  pas  fixées,  ou  si  le  contour  de  la  surface  dans  le 
plan  xj  n'est  pas  assigné  à  l'avance,  les  équations  aux 
limites  se  réduisent  (n°  67)  à  la  condition  unique 

V-P/^-Q<7=o, 
ou 


s/i -4-/j'H- ?' 

qui  doit  subsister  en  chaque  point  du  contour,  et  qui  ex- 
prime que  la  surface  courbe  est  normale  au  plan  xj  le 
long  de  leur  intersection  commune. 

Problème  XXVI. 

"^474.  Parmi  toutes  les  surfaces  recou^^ranl  le  même 
volume  et  ayant  les  mêmes  limites,  trouver  celle  dont 
l'aire  est  minimum. 

Les  conditions  du  problème  étant 

ffzdyd.T  =  const. ,      JJ^^  +  /^'+  q'^.dyâx-^:  min., 

la  question  revient  à  chercher  le  minimum  ubsohi  de 
l'intégrale 


XT'-' 


I  -f-  /j' -f-  7^  —  z) dydx , 


a  étant  un  facteur  constant,  mais  indéterminé.  Dans   les 
notations  adoptées,  on  a 


•N=r— I,       P—      , ^ . 
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et  la  fornio  générale  de  la  surface  clieichée  sera  caracté- 
risée par  l'équation  indéfinie 

I        '  i 

(i)      (i  -4-  '/')/•—  2/;7.vH-  (i  -Y-  p-)t  -f-  -  (i  -f-/P'+7=!'  -—  o. 

Soient  toujours  R  etR'  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux, que  nous  supposerons  cette  fois  positifs  lorsqu'ils 
seront  dirigés  en  bas,  c'est-à-dire  lorsque  la  surface  tour- 
nera sa  concavité  vers  les  z  négatifs 5  négatifs,  quand 
la  concavité  sera  dirigée  en  haut.  L'équation  indéfinie 
devient 

I  I         I 

R  "^  K'  "  «' 

et  elle  exprime  que  la  surface  qui  sous  la  moindre  aire 
possible  renferme  un  volume  donné,  jouit  de  cette  pro- 
priété remarquable  d'avoir  en  chaque  point  la  même 
courbure  moyenne. 

175.  Un  mot  sur  les  équations  aux  limites  dans  les 
hypothèses  les  plus  simples.  Si  Ton  connait  seulement  la 
projection  du  contoui"  de  la  surface  sur  le  plan  xj^  ou 
les  surfaces  cylindriques  perpendiculaires  au  plan  xy, 
entre  lesquelles  elle  reste  comprise,  on  devra  avoir  en 
chaque  point  dn  contour 

Qf/a;  —  V (ly  =  o,      ou      (jd-r-  —  |■'(l^  :=  o, 

équation  qui  exprime  que  la  surface  cherchée  rencontre 
sous  un  angle  droit  toutes  les  faces  du  cylindre  limite. 

Plus  généralement,  si  la  surface  cherchée  doit  se  ter- 
miner sur  une  surface  quelconque  doni  l'équation  aux 
dérivées  partielles  soit  riz  =  j)' dx-^q' ri)  ,  on  dcn  ra  avoir, 
le  long  du  contour, 

V+P(//-/.)-+-Q(v'— y)=o, 
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OU 


z  y/ 1  +  p'  +  q'  —  rt  (  I  -h  pp'  -i-  f/(]')  ~  o; 

et  cette  équation  exprime  la  propriété  suivante  . 

Si  par  le  pied  de  V ordonnée  z  d'un  point  quelcoucpie 
du  contour  on  fait  passer  un  plan  parallèle  au  plan 
tangent  à  la  surface  limite,  et  que  par  le  même  point  du 
contour  on  mène  une  normale  à  la  surface  cherchée, 
cette  normale,  prolongée  jusqu'à  la  rencontre  du  plan 
parallèle ,  sera  constante  et  égale  à  a. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  surface  doit  se  terminer 
dans  un  plan  horizontal,  représenté  par  l'équation  z  =  h, 
on  a  /-''=  o,  q'  ^=  o,  et  la  formule  précédente  se  réduit  à 


V/i+//'-f-  q' 


d'où  l'on  conclut  facilement  que  la  surface  demandée 
coupe  le  plan  limite  sous  un  angle  constant. 

Le  cosinus  de  cet  anirle  est  -;  il  sera  nul  lorsque  le 

a  ^ 

plan  horizontal  se  confondra  avec  le  plan  xj.  Donc  la 
surface  qui  avec  un  plan  donné  renferme  un  certain  vo- 
lume sous  la  plus  petite  aire  possible  doit  être  normale  au 
plan  en  chaque  point  de  l'intersection  commune.  Une 
demi-sphère  de  rayon  convenablement  choisi  remplira 
évidemment  celte  condition,  en  même  temps  qu'elle  satis- 
fera à  l'équation  indéfinie  (i);  c'est  donc  une  solution 
du  problème,  mais  il  faudrait  pouvoir  prouver  en  outre 
que  c'est  la  seule. 

176.  Considérons  encore  le  cas  où  le  contour  est  indé- 
terminé, ainsi  que  sa  projection  sur  le  plan  xj^  mais  où 
l'on  se  donne  Faire  circonscrite  ])ar  cette  projeclion.  Aux 
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(  oiidi lions  pix'luières  il  laudra  joindre  les  suivantes  : 

Jl  1        ciyd.v=:  const, , 

ei  eJierrher  le  uiaxiniuni  absolu  de  1  intégrale 

r    '   /       (V-f-  c\clydx, 

V  ayant  la  même  signification  qu'auparavant.  Ou  obtien- 
dra la  même  équation  générale  ou  indéfinie  (i)  :  mais  les 
équations  aux  limites  deviendront 

V  -}-  c  ;=  o,       Q  r/x  —  P  (ly  =  o, 
pour  )==>,,  j=j,,  et 


i 


(V -f- f  )</>-=  o,     P  =  o, 

'y^ 


pour  X  =  Xj ,  x  =  j:.2  . 

Les  deux  premières  donnent 


a 
i>n  a  d'ailleurs 


\j  I  4-  p-  -V-  7%       qdx  —  pdy  --  o  ; 
dz  =  pdx  -f-  /-i^/j  ; 


donc 

tir        dy  dz  ds 


P         <l        l>'  -+•  7'        v/{^'-î-  7')  (  '  +P'  -+-  7'  ) 
et  par  suite 

i  ^  h'  +  n' 

I         I         ds-'  —  dz- 

ou  bien 

(z  — c)  f/z 


.. ._    'i<'        (=-0' 


,/v  = 


y'(2_r)'  — rt' 
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Cl,  en  inlégranl, 


]'arc  JT  étant  compté  à  partir  du  point  pour  Icrpiel 
z  z=z  a  -\-  c.  Donc  si  l'on  développe  le  cylindre  limite  sur 
un  plan,  le  contour  rabattu  formera  une  chainette  dont 
le  paramètre  sera  égal  à  a.   L'équation 

r/(/}    —  pcf.T  =  G 

prouve  d'ailleurs  c|ue  la  surface  chercliée  rencontre  les 
cylindres  limites  sous  un  angle  droit. 

Il  paraît  difficile  de  tirer  rigoureusement  des  équations 
indéfinies  ou  aux  limites  d'autres  conséquences  que  celles 
que  nous  venons  d'énumérer.  Mais  on  voit  immédiate- 
ment que,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  le  plan  horizontal 
déterminé  par  l'équation 


satisfait  à  toutes  les  conditions  aux  limites  aussi  bien  cju'à 
l'équation  générale  (i),  et  l'on  est  ainsi  conduit  à  con- 
clure que  la  moindre  surface  qui  puisse  recouvrir  un 
cylindre  de  volume  et  de  base  donnés,  est  un  plan  pa- 
rallèle à  la  base.  La  forme  de  la  base  reste  encore  indéter- 
minée, et  elle  doit  l'être  évidemment,  puisqu'un  change- 
ment quelconque  apporté  à  son  périmètre,  sans  altération 
de  son  étendue  superficielle,  ne  changerait  en  rien  ni 
l'aire  de  la  base  supérieure,  ni  le  volume  du  cylindre. 

Pour  le  plan  en  question,  la  courbure  moyenne  est 
nulle,  et  par  conséquent  «  =  co  ;  mais  on  peut  remarquer 
que  la  somme  a  -\-  c  tient  place  d'une  nouvelle  constante 
dont  la  valeur  est  finie  et  qui  devia  être  choisie  de  manière 
à  assurer  au  volinnc  circonsci-ii  la  valeur  assignée. 
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Applications  à  des  intégrales  triples.  —  Surface  à  aire  donnée  renfermant  le 

plus  grand  volume. — Minimum  de  rintégraleyy/y'i-t-^*+9'H-;-£?z<(r<^-<^, 
p,  q,  r,  étant  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  indéterminée  u. 


177.  Dans  les  deux  problèmes  suivants,  dont  le  pre- 
mier est  au  fond  identique  avec  celui  que  nous  venons 
de  résoudre,  nous  ferons  avec  M.  Sarrus  l'application 
du  calcul  des  variations  à  la  recherche  des  maxima  et 
mïnima  des  intégrales  triples. 

Problème  XXVII. 

Quelle  peut  être  la  surface  gui,  sous  une  étendue  su- 
perficielle donnée,  renferme  le  plus  grand  volume  ? 
Le  volume  a  pour  expression 


«^■'•,    i-(r.    «^2, 


(Iz  dy  dx . 

y.  •^^, 

Il  est  limité  par  six  faces  que  nous  désignons  de  la  ma- 
nière suivante  : 

1°  Deux  faces  planes  Ai  et  Aa,  correspondantes  aux 
deux  limites  Xi  et  X2  de  la  variable  x; 

2*^  Deux  faces  cylindriques  Bi  et  Bg,  correspondantes 
aux  deux  limites  y^  etjKz  ^^  ^^  variable j^; 

3°  Deux  faces  courbes  C,  cl  Ci ,  correspondantes  aux 
deux  limites  z,  cl  z«  de  la  variable  z. 
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Ces  diverses  faces  ont  pour  expression 


*Jx.     t-'r.    ' 


\/  \  -\-  p'^  -\-  q"^ .  cly  dx. 


I  +j'^  dz  dx , 


j-^,  /v-,  -^. 

A,  =   I        I        j      dzd)  , 

C^=    j        II     s/'~i -^P' -h  q'.drdx, 

rn 


B,  = 


y  I  H-  >''■ .  dz  dx 


à  la  condition  que/>,  q^j'  indiqueront  les  dérivées  de  s, 
et  dej^i ,  ou  celles  de  2.2  et  de  j^  suivant  le  signe  de  sub- 
stitution dont  ils  seront  affectés,  c'est-à-dire  suivant  qu'il 
s'agira  des  faces  Ci ,  Bi ,  ou  des  faces  Cg ,  B2 . 

Comme  l'étendue  totale  de  la  surface  doit  rester  inva- 
riable, tandis  qu'on  cherche  le  maximum  du  volume,  le 
problème  i^evient  à  trouver  le  maximum  absolu  de  l'ex- 
pression définie 

S=U  — «(A, -hA.  +  B.+  B.+  C.  +  CO- 
Or.  on  trouve,  d'après  les  règles  données  précédemment, 

SA,=  j       1    {Sz  ^p§x)dr+        /       /      (Sr-hj-'Sx)dz. 

,h\..=  I       j        I     [oz -i-J><'i-r)d}   -i-        j       I       (rîj  -i-  >'d\f)r/z, 
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'lu, 


rrn 

«^  -<■,      '       'z. 


Î^MLsr'.i. 


y'  I  -f-j'-a.r  ■ 


V  '  -+-r"' 


rî  J  ^  r/-  , 


ô  fj.  = 


oc;,  = 


-r  n 


+  q'      ^rs/i-\-p'-{-q\ 


8  z .  dy  (Ix 


EL >?7.  +  1,/r  -f-^,-^  4-  rj->8y  (  d.r 


\  P 


i-hf-i-f/' 


«îz  H-  v'  I  +  p''  +  f/'  Sx 


l)C,=z  — 


-f-/>''-t- v' 


<?:;  -f-  y/ 1  -H  />^  +  ((^8)  \  <ix 


;./        /       /     (     . 8z  +■  \l  I  +  /;=  +  ,, '  ;?,r  I 


7  '  0  ,^'    '/t 
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'/Il=  /      J     7    §z.dydx-\-    f     j       f   'Sj-.dzdr 


Lcr 


Sx.  dzdj  ; 


et  la  variation  complète  de  S  peut  s'écrire,  pour  abréger, 
de  la  manière  suivante  : 


^S  = 


TTf 


-+-/        I         /       Sx.dzdy 


rrr 


^  z  ^-  f  /J  ih  v/ 1  +  /^'^ + 7')  «^-^    ^0- 


''/;7;x  '  (■  *  ttIf)  ^~^- ^ '^' ^^  ^'^''''' ^-t" 

Si  l'on  décomposait  toutes  les  substitutions  doubles 
en  substitutions  simples  correspondantes,  on  aurait  dix- 
huit  termes  au  lieu  de  six  que  contient  cette  équation. 
Quant  aux  signes  ±  et  zp  dont  nous  avons  fait  usage, 
afin  de  resseri'er  la  formule  dans  le  moindre  espace  pos- 
sible, il  importe  peu,  pour  les  conclusions  que  nous  al- 
lons en  tirer,  que  l'on  prenne  le  signe  supérieur  ou  le 
signe  inférieur-,  il   est  utile   cependant  d'indiquer  quel 
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sigDe  il  faut  prendre.  Dans  les  trois  premiers  termes, 
qui  n'ont  chacun  qu'un  seul  signe  de  substitution,  le 
signe  -h  se  combine  avec  la  limite  supérieure,  et  le  signe 
—  avec  la  limite  inférieure  de  la  variable  à  laquelle  se 
rapporte  la  substitution.  Dans  les  trois  derniers  termes, 
renfermant  chacun  deux  signes  de  substitution  ,*  on  pren- 
dra :  i"  sous  le  signe  intégral,  le  signe  -f- ,  lorsque  les 
substitutions  se  rapporteront  toutes  deux  aux  limites  supé- 
rieures ou  toutes  deux  aux  limites  inférieures  des  variables, 
c'est-à-dire  aux  combinaisons  j'i^j,  jaZ^,  o', Zj,  x^Zai 
Xifi^fX^y^'i  le  signe — ,  lorsque  les  substitutions  se  rappor- 
teront l'une  à  une  limite  supérieure,  l'autre  à  une  limite 
inférieure,  ou  aux  combinaisons^",  Zj,  j,  Si,  x^z^-,  X-yZ,. 
^1  Ta?  •^aJTi  '•)  ^^  ^'^  dehors  du  signe  intégral,  le  signe  — 
ou  le  signe  -f-,  suivant  que  la  première  des  substitutions, 
en  lisant  de  gauche  à  droite,  se  rapporte  à  la  limite  su- 
périeure ou  à  la  limite  inférieure  de  la  variable  qu'elle 
concerne. 

Cette  formule  est  identique  au  fond  avec  celle  donnée 
par  M.  Sarrus,  mais  la  simplification  apportée  aux  nota- 
tions nous  a  permis  de  réunir  en  six  ternies  la  variation 
dS,  qui  se  compose  chez  M.  Sarrus  de  trente  expressions 
définies.  La  forme  abrégée  a  en  outre  l'avantage  de  re- 
présenter par  une  seule  expression  tous  les  termes  de 
même  nature,  dont  la  discussion-sc  ferait  de  la  même 
manière  et  donnerait  lieu  à  des  conséquences  analogues. 

178.  Arrivons  aux  diverses  conclusions  que  l'on  peut 
tirer  de  l'équation  oS  =  o,  lorsque  les  limites  sont  en- 
tièrement indéterminées  ou  n'ont  été  robj(^t  d'aucune 
restriction. 

On  remarque  d'abord  que  chaque  tei  me  (jul  contient 
en  facteur  la  variation  oz,  laquelle  représente  soit  or,  , 
sait  0  ?2,  selon  h;  signe  île  subslitulion  (|ui  précède,  four- 
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liit  une  équation  distincte  qui  doit  avoir  lieu  dans  toute 
l'étendue  de  ce  terme,  à  moins  que  celte  étendu(;  ne  soit 
elle-même  nulle.  Ainsi  le  premier  terme  fournit  1  équa- 
tion indéfinie 

,    .  d  ap  cl  nf) 

d.v  ^/ ,  _,_  ^.i  _^  ^2        dr  y  i^jf--^  r/- 

<|ui  se  partage  en  deux  autres, 

I  [  I  I  r  I 

R'^R'"^'      R^R'~~;^' 

relatives,  la  première  à  la  surface  supérieure  Cj,  et  la  se- 
conde à  la  surface  inférieure  Ci.  Ces  deux  surfaces  jouis- 
sent donc  de  la  propriété  commune  d'avoir  en  chaque 
point  la  même  courbure  moyenne;  elles  tournent  seule- 
ment leur  convexité  en  sens  contraires. 

Egalé  à  zéro,  le  coefficient  de  oz  dans  le  quatrième 
lei'rae  donne 

7  —  py'  .   , 


(2 


\/i+p'  +  g'.\/i  +  j'- 


le  signe  H-  se  rapportant  aux  arêtes  BiCg  et  B^Cj,  le 
signe  —  aux  arêtes  Bi  Cj,  B2C2.  Or  le  premier  membre 
est  évidemment  le  cosinus  de  1  angle  sous  lequel  les  faces 
B  et  C  se  rencontrent  le  long  de  l'arête  que  l'on  considère; 
donc,  puisque  ce  cosinus  est  égal  à  l'unité,  chacune  des 
faces  Cl,  C2  se  raccorde  avec  les  faces  cylindriques  Bj,  B2, 
ou  leur  est  tangente.  En  outre,  l'équation  (2)  fait  dispa- 
raître ou  rend  nul  identiquement  le  coefficient  de  01  dans 
le  quatrième  terme. 

Le  cinquième  terme  fournit  l'équation 


I, 


qui   appai  lient  avec  le  signe  H-  aux  arêtes  AjCj,  A2(Ji, 
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avec  le  signe  —  aux  arêtes  A,(^i,  Ao(j9.  Elle  e\'pi"iine  que 
les  faces  Ci  et  C,  sont  normales  à  l'axe  de  .r  le  long  des 
arêtes  d'intersection,  et  que,  par  conséquent,  ces  faces  se 
raccordent  également  avec  les  faces  planes  Aj  et  Ao,  ou 
leur  sont  tangentes.  Ajoutons  que  Féquatiou  (3)  fait  dis- 
paraître identiquement  le  coefficient  de  ^x  dans  le  cin- 
quième terme. 

La  variation  o  ) ,  qui  tient  la  place  de  Jvi  ou  de  ây=,^  sui- 
vant la  substitution  qui  l'aflecte,  ne  dépendant  plus  que 
de  la  variable  x,  on  la  fera  sortir  des  signes  f  et  f  relatifs 
aux  variables  >  et  z  ,  et  l'on  réunira  tous  les  termes  mul- 
tipliés par  oy,  en  deux  groupes  précédés  l'un  du  signe 

Intégral    |       ,  l'autre  du  signe  de  substitution  / 

lera  ensuite  à  zéro  le  coefticient  de  oy  dans  chacun  de  ces 
groupes.  Or  puisque  léquation  (2)  a  fait  disparaître  le 
coefficient  de  âj  dans  le  quatrième  terme,  cette  variation 
ne  figure  plus  que  dans  le  second  et  le  sixième  termes, 
Egalant  à  zéro  le  coefficient  de  ây  dans  le  second  terme, 
on  aura  aux  deux  limites  de  y 

d        ay'      \ 

dz 


on  efifa- 


dX     ^  ,     _y.y>1 

et  en  intégrant , 

(4)  '''-^■)('±;r,7=s)=°' 

équation  qui  se  rapporte  avec  le  signe  -J-  à  la   face  IL, 
avec  le  signe  —  à  la  face  lîi. 

jNégligeant  le  second  facteur,  (pii,  égalé  à  zéro,  don- 
nerait  un  cvlindre  au  rayon  a,  mais  laisserait  la  valeur 
limite  de  ::  entièrement  indéterminc-c,  on  devra  avoir 
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pour  chacune  des  faces  cylindriques  Bj  et  B,  ;  ces  deux 
faces,  par  conséquent,  se  réduisent  à  zéro. 

Cette  relation  en  outre  rend  nul  le  champ  du  sixième 
terme  qui  disparaît  ainsi  sans  donner  lieu  à  aucune  équa- 
tion. 

Reste  enfin  le  troisième  terme  relatif  aux  faces  planes 
Al  et  A 2  et  qui  donne  pour  chacune  de  ces  faces 


rr 


dzdy  ■=  o , 


d'où  il  résulte  que  les  faces  planes  Aj,  A2  sont  également 
nulles.  En  résumé  le  solide  maximum  est  enveloppé  en 
tous  sens  par  les  deux  surfaces  Ci  et  C2,  qui  sont  en  réalité 
les  deux  nappes  d'une  même  surface  courbe,  caracté- 
risée pai'  l'équation 


I         I 


d'ailleius,  les  équations  (2)  et  (3)  font  voir  que  les  deux 
nappes  sont  perpendiculaires  au  plan  xy^  le  long  de  leur 
arête  commune,  d'où  l'on  conclura  que  les  deux  nappes 
se  raccordent  et  se  fondent  l'une  dans  l'autre  le  long  du 
contour  commun  ou  font  réellement  une  seule  surface 
fermée,  donc  la  courbure  moyenne  est  constante  et  égale 

à  _.   La  sphère  au  rayon  ia  remplit  celte  condition,  et 

l'on  sait  par  d'autres  considéi'ations  que  la  sphère  est  en 
eifet  la  solution  vraie  et  unique  de  notre  problème.  Mais 
pour  arriver  par  le  calcul  des  variations  à  exclure  toute 
autre  solution,  il  faudrait  prouver  que  la  sphère  est  la 
seule  surface  fermée  dont  la  courbure  moyenne  reste 
constante^  or  cette  démonstration  est  restée  juscju'ici  au- 
dessus  des  forces  de  l'analyse. 
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Problème  XXVIII. 

479.  Quelle  doit  être  la  loi  de  la  densité  dans  un 
corps  dont  la  forme,  la  position  et  la  masse  sont  con- 
nues, pour  que,  u  exprimant  la  densité  au  point  dont 
les  coodonnées  sont  x^  y,  z^  l  intégrale 


soit  un  minimum?  Il  est  d  ailleurs  sous-entendu  que  cette 
intégrale  est  prise  dans  toute  V étendue  du  corps  cherché. 
La  masse  du  corps  ayaut  pour  ex]ivession  fffudzdydx, 
on  doit  chercher  le  minimum  absolu  de  Tintéi^rale 


le  multiplicateur  indéterminé  étant  représenté  par  — 
En  faisant,  pour  abréger, 
du  du  du 


et  conservant  d'ailleius  les  noiations  du  n'*  74,  on  a 

I  p  <i  r 

a  (•  r  •' 

cl  l'on  trouve  l'équation  indéfinie 
df-        d.l        d.- 

/     V  I  «>  p  «' 

^    '  Il  d.l  dy  iiz 

(p»l  délcrtniiic  la  loi  uénéralc  de  la  driisité. 
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Si  l'on  appelle  a,  /3,  y  les  angles  compris  entre  la  nor- 
male à  la  surface  du  corps  cl  les  axes  des  coordonnées,  on 
aura  en  outre  (n°  7S)  en  chaque  point  de  la  surface 

P  ces  a  +  Q  cos  [i  -+-  R  cos  7  =  0, 
ou 

(2)  p  cos  y.  -r-  q  COS  ^  ->r  r  cos  7=0, 

et  c'est  la  condition  unique  à  laquelle  se  réduisent  les 
équations  aux  limites,  lorsque  les  limites  de  l'intégrale, 
ou  les  surfaces  limites  du  corps,  sont  données. 

Parmi  les  intégrales  particulières  de  Féquation  (i),  on 
remarquera  la  suivante 

(3)  {x  —  iy+{y  —  mf  4-  (z  —  nf  +  («  —  k)'  =  90^ 

analogue  aux  équations  du  cercle  et  de  la  sphère.  Pour 
qu'elle  représentât  la  solution  véritable  du  problème,  il 
faudrait  que  la  densité  assignée  à  la  limite  du  corps  ou 
sur  toute  sa  surface  fût  précisément  celle  que  l'on  dédui- 
rait de  Téquation  (3)  résolue  par  rapport  à  u.  C'est  ce 
qui  aurait  lieu  si  le  corps  en  question  était  vine  sphère  dont 
la  densité  u  fût  constante  et  donnée  en  chaque  point  de  la 
surface,  et  l'on  en  conclurait  qu'en  ce  cas  l'équation  (3) 
représenterait  la  loi  de  densité  pour  laquelle  l'intégrale 
proposée  deviendrait  minimum. 
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